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संìया : वह गणनाõमक ĸतीक हा  जो ककसी वăतु की माĳा, ।ăितत अिवा योíयता को ǎëत करता हा  ।  
Z जममन शûद Zehlen से लिया गया हा , लजसका अिम हा  “तगनना “और zahl – लजसका अिम हा  “संìया “  

 

वाăतववक संìयाएँ  
➢ वे सभी संìयाएँ लजøहे संìया रेखा मे दशामया जा सकता हा  । 
➢ वे संìयाएँ लजनका वगम धनाõमक हो ।  
➢ सभी पररमेय और अपररमेय संìया वाăतकवक संìया होती हा  ।  
➢ इøहे R से ĸदঌशित ककया जाता हा  ।  
संìया रेखा : एक सीधी रेखा पर \ैततज या ऊ÷वामधर ǳप से संìयाओं का Ǳāय तनǳपण संìया रेखा कहिाता है।  
➢ शूøय (0) को संìया रेखा का उƽम (origin) माना जाता है।  
➢ 0 के बाइमं  ओर ऋणाõमक (Negative) संìयाएँ होती हा  और 0 के दाइमं  ओर सभी धनाõमक (Positive) संìयाएँ 

होती हा। इसलिए, संìया रेखा पर दाइमं  ओर बåने से संìयाओं 
का मान बåता है। 

➢ ऋणाõमक और धनाõमक संìया रेखा : संìया रेखा पर शूøय 
के बाइमं  ओर का भाग ऋणाõमक संìया रेखा कहिाता है, जबकक 
दाइमं  ओर का भाग धनाõमक संìया रेखा कहिाता है। इसे दोनां 
ददशाओं मं अनंत तक बåाया जा सकता है। 

➢ संìयाएँ हमेशा समान अंतराि पर रखी जाती हा।  

संìया 
वाăतववक संìया

पणूाधक संìयाएँ 
ĸाकृत संìया

पणूण संìया

अभाñय संìया 

भाñय संìया 

दशमलव संìया 

काÿपननक संìया मम॔ित संìया 

 

CHAPTER

 

संìया पǁनत 1
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काÿपननक संìयाएँ : वे संìयाएँ लजøहे संìया रेखा पर ĸदॠ\त नह঴ ककया जा सकता हा  ।  𝑖 =  √−1  
i को ओयोटा (iota) से पदঌशित करते हा  ।  
सममि संìयाएँ या मम॔ित संìयाएँ : वाăतकवक संìयाओं और काÿपतनक के सॢममŀण से जो संìया बनती हा  उसे सममŀ 
संìया कहते हा  ।  
Z = a (वाăतकवक संìया) + ib (काÿपतनक संìया) ܼ = ܽ + 𝑖ܾ 

वाăतववक संìयाओं के ĸकार :  
1. ĸाकृत संìया : गणन या गणना के लिए ĸयëुत संìयाओं को ĸाकृत संìया कहते हा  ।  ĸाकृत संìयाओं के समूह को 

N से ǎëत ककया जाता हा  ।  N = 1,2,3,4,5 … … … … … … ... इ৓यादि 

✓ किसी ĸािृत संìया मऻ  1 जोäने पर उसिी परवती व 1 घटाने पर उसिा पूवववती ममलता है। 5 िा परवती  = 5 + 1 = 65 िा पूवववती  = 5 − 1 = 4  

✓ ĸ৓येि ĸािृत संìया िा एि परवती होता है। 1 िो छोäिर ĸ৓येि ĸािृत संìया िा एि पूवववती होता है। 
✓ पहली तथा सबसे छोटी ĸािृत संìया 1 है। 
✓ िोइव भी संìया सबसे बडी अथवा अंततम ĸािृत संìया नह঻ है। 

ĸाकृत संìया के गणु :  
➢ िो ĸािृत संìयाओऻ  िा ओपस मऻ  योग िरने से या गुणा िरने पर ĸािृत संìया ही ĸाùत होती है। 
➢ िो ĸािृत संìयाओऻ  िा ओपस मऻ  ǎविलन (घटाना) या भाग िरने से सिैव ĸािृत संìया ĸाùत नही होती है। 
➢ िो ĸािृत संìयाओऻ  िो किसी भी Īम मऻ  जोä सिते हॅ। िो ĸािृत संìयाओऻ  िो किसी भी Īम मऻ  गुणा िर सिते हॅ। 

अथावत ĸािृत संìयाओऻ  िे ललए Īमकवतनमय िा तनयम योग व गुणन संकĪया मऻ  लागू होता है जबकि घटाने एवं भाग 
संकĪया पर लागू नह঻ होता। 

➢ ĸािृत संìयाओऻ  िे ललए साहचायव तनयम योग एवं गुणा संकĪया मऻ  लागू होता है जबकि घटाने एवं भाग संकĪया मऻ  लाग ू
नह঻ होता। 

➢ ĸािृत संìयाओऻ  िे ललए गुणा िा योग व अøतर पर बंटन (कवतरण) होता है। 
➢ किसी ĸािृत संìया मऻ  एि से गुणा या भाग िरने पर संìया िा मान नह঻ बिलता। इस ĸिार ܽ, ܾ, ܿ तीन ĸािृत 

संìयाओऻ  िे ललए 
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1. (a + b) एि ĸािृत संìया है। 
2. (ܽ × ܾ) एि ĸािृत संìया है। 
3. a − b सिैव एि ĸािृत संìया हो ओवāयि नह঻ है। 
4. ܽ ÷ ܾ सिैव एि ĸािृत संìया हो, जǳरी नह঻ है। 
5. ܽ + ܾ = ܾ + ܽ 

6. ܽ × ܾ = ܾ × ܽ 

7. a − b ≠ ܾ − ܽ )   ߙ ≠ ܾ ) 

8. ܽ ÷ ܾ ≠ ܾ ÷ ܽ  ( ܽ ≠ ܾ ) 

9. ܽ + (ܾ + ܿ) = (ܽ + ܾ) + ܿ 

10. ܽ × (ܾ × ܿ) = (ܽ × ܾ) × ܿ 

11. ܽ − (ܾ − ܿ) ≠ (ܽ − ܾ) − ܿ 

12. ܽ ÷ (ܾ ÷ ܿ) ≠ (ܽ ÷ ܾ) ÷ ܿ   (ܽ ≠ ܾ ≠ ܿ ≠ 1) 

13. ܽ × (ܾ + ܿ) = (ܽ × ܾ) + (ܽ × ܿ) 

14. ܽ × (ܾ − ܿ) = (ܽ × ܾ) − (ܽ × ܿ)  [ܾ > ܿ] 
ݍ .15 × 1 = 1 × ݍ =  ݍ

16. ܽ ÷ ݈ = ܽ 

2. पणूण संìयाएँ : ĸािृत संìयाओऻ  िे समूह मऻ  शूøय िो शाममल िर लेने पर पणूव संìयाओऻ  िा समूह ĸाùत होता है। पूणव 
संìयाओऻ  िे समूह िो W से ĸिওशित िरते हॅ। अथावत् W = 0,1,2,3,4,5,6,   इ৓यादि 

✓ ĸ৓येि पूणव संìया िा एि परवती होता है। 0 िो छोäिर ĸ৓येि पूणव संìया िा एि पूवववती होता है। 
✓ पहली तथा सबसे छोटी पूणव संìया 0 है। 
✓ िोइव भी संìया सबसे बäी अथवा अ३øतम पूणव संìया नही है। 
✓ सभी ĸािृत संìयाएँ पूणव संìयाएँ भी हॅ। लेकिन सभी पूणव संìयाएँ, ĸािृत संìयाएँ नह঻ हॅ। 

पणूण संìयाओं के गणु :  
➢ ĸािृत संìयाओऻ  िे सभी गुण पणूव संìयाओऻ  िे ललए भी सही हॅ। 
➢ किसी पूणव संìया मऻ  शूøय िो जोäने या घटाने पर संìया िा मान नह঻ बिलता। शूøय िो योग िे ललए त৓समि अवयव 

(योñय त৓समय अवयव) िहते हॅ। 
➢ किसी भी पूणव संìया मऻ  1 से गणुा िरने पर संìया िा मान नही बिलता। 1 िो गुणन िे ललए त৓समि अवयव (गुणन 

त৓समि अवयव) िहते हॅ। 
➢ शूøय मऻ  किसी पूणव संìया िा भाग िेने पर भागफल शूøय ही रहता है। जबकि किसी पूणव संìया मऻ  शूøय से भाग िेना 

अपररभातित है। 
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➢ यदद a और b दो पूणम संìया हो तो  
✓ ܽ + ܾ = पूणम संìया  
✓ ܽ × ܾ = पूणम संìया  
✓ ܽ − ܾ ≠ पूणम संìया  
✓ ܽ ÷ ܾ ≠ पूणम संìया  

➢ यदद a,b और c तीन पूणम संìयाएँ हो तो -  
✓ Īमववननमेयता का ननयम :  

▪  ܽ + ܾ = ܾ + ܽ 

▪ ܽ × ܾ = ܾ × ܽ 

✓ साहचयण का ननयम :  
▪ (ܽ + ܾ ) +  ܿ = ܽ + (ܾ + ܿ) 

▪ ܽ × (ܾ × ܿ) = (ܽ × ܾ ) × ܿ 

3. पणूाधक संìयाएँ :  धनाõमि संìयाएँ, ऋणाõमि संìयाएँ और शूøय िो ममलाने से बना संĬह पणूाहि संìयाओऻ  िा समूह 
होता है। पूणाहि संìयाओऻ  िो I या Z ǈारा ĸिওशित िरते हॅ। अथावत् I =   −5, −4, −3, −2, −1,0,12,3,4,5   ओदि। 

पHूणȃक संìयणओं के गHु (Properties of Integers) 

➢ पूणव संìयाओऻ  िे सभी गुण पूणाहि संìयाओऻ  िे ललए भी सही होते हॅ। 
➢ पूणाहि संìयाओऻ  िे योग, अंतर व गुणा पर संवरि गुण (तनयम) लागू होता है। अथावत् िो पूणाहिाऻ  िा योग, अंतर व गुणा 

सिैव एि पूणाहि संìया होती है। 
➢ पूणाहि िे भाग पर सिैव संवरि गुण लागू नही होता है अथावत िो पूणाहिाऻ  िा भाग िरने पर सिैव पूणाहि संìया नही 

ममलती है। 
➢ िो धनाõमि पूणाहिो िा योगफल सिैव धनाõमि पूणाहि तथा िो ऋणाõमि पूणाहिो िा योगफल सिैव ऋणाõमि 

पूणाहि होता है। 
➢ एि धनाõमि एवं एि ऋणाõमि पूणाहि िा योगफल धनाõमि पूणाहि होगा यदि धनाõमि पूणाहि िा ओंकिि मान 

अमधि हो तथा योगफल ऋणाõमि होगा यदि ऋणाõमि पूणाहि िा ओंकिि मान अमधि हो। 
➢ किसी ऋणाõमि संìया िा योñय ĸततलोम धनाõमि व धनाõमि संìया िा योñय ĸततलोम ऋणाõमि संìया होती है। 
➢ किसी धनाõमि पूणाहि िो किसी ऋणाõमि पूणाहि िे साथ गुणा िरने पर गुणनफल ऋणाõमि पूणाहि ĸाùत होता है। 
➢ िो धनाõमि पूणाहिो या िो ऋणाõमि पूणाहिो िा गुणा िरने पर धनाõमि पूणाहि ĸाùत होता है। 
➢ शूøय िो छोäिर ĸ৓येि पूणाहि मऻ  उसी पणूाहि िा भाग िेने भागफल हमेशा 1 ओता है। 
➢ शूøय िो छोäिर ĸ৓येि पूणाहि िो उसिे योñय ĸततलोम से भाग िेने पर भागफल -1 ĸाùत होता है। 
➢ शूøय िा गुणन ĸततलोम अ४ततõव नह঻ रखता है। 
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4. पररमेय संìयाएँ :  एेसी संìया पररमेय संìया िहलाती है लजसे pq िे ǳप मऻ  ललखा जा सिता हो जहाँ ݌ और ݍ पूणाहि 
हॅ तथा ݍ ≠ 0 है तथा ݌ िो ݍ से कवभालजत िरने पर भाग पूरा-पूरा जाता है अथवा िशमलव ĸाùत होता है। इøहे Q से 
ĸदঌशित ककया जाता हा   
✓ पररमेय संìयाओऻ  मऻ  ĸािृत संìया, पूणव संìयाओऻ  और पूणाहि संìयाओऻ  िा समावेश होता है। 
✓ किøह঻ िो िी Ƿइव पररमेय संìयाओऻ  िे बीच अपररममत ǳप से अनेि पररमेय संìयाएँ होती है। 
✓ p और q का 1 के अततररëत कोइम अøय उभयतनǗ गुणनखंड नह঴ हो सकता हा  अिामत p और q सहअभाñय 

संìयाएँ हा  ।  
✓ ĸৌयेक पूणालक m को ௠ 1  के ǳप मे लिखा जा सकता हा  ।  

पररमेय संìयाओं के गणु :  
➢ दो पररमेय संìयाओं का योग हमेशा एक पररमेय संìया होता हा  । पररमेय संìयाएँ योग के अंतगमत संवृƻ हा  ।  
➢ दो पररमेय संìयाओं का अंतर हमेशा एक पररमेय संìया होती हा  ।  
➢ दो पररमेय संìयाओं का गणुनफि हमेशा एक पररमेय संìया होता हा  ।  
➢ पररमेय संìयाओं के लिए ௔ 0  पररभातित हा  । शूøय को छोड़कर ǰसरी सभी पररमेय संìयाओं का समूह भाग के अंतगमत 

संवृƻ हा  ।  
➢ यदद Q1, Q2 दो पररमेय संìया हो तो  

✓ Īमववननमेय का ननयम – 

▪ ܳ1 + ܳ2 = ܳ2 + ܳ1 

▪ ܳ1 × ܳ2 = ܳ2 × ܳ1 

✓ साहचयण ननयम  
▪ ܳ1 + (ܳ2 + ܳ3) = (ܳ1 + ܳ2) + ܳ3 

▪ ܳ1 × (ܳ2 × ܳ3) = (ܳ1 × ܳ2) × ܳ3 

✓ पररमेय संìयाओं के लिए भाग साहचयम नह঴ हा  ।  
✓ पररमेय संìयाओं के लिए गुणन का योग पर कवतरण तनयम  

▪ ܳ1 × (ܳ2 + ܳ3) = ܳ1ܳ2 + ܳ1ܳ3 

✓ पररमेय संìयाओं के लिए योग के लिए शूøय तৌसमक कहिाता हा  ।  
▪ ܳ1 + 0 = ܳ1 

✓ पररमेय संìयाओं के लिए 1 गणुाõमक तৌसमक हा  ।  
▪ ܳ1 × 1 = ܳ1 = 1 × ܳ1 

5. अपररमेय संìयाएँ : वे संìयाएँ लजøहे यदि इसे ௣௤ िे ǳप मऻ  न ललखा जा सिता हो जहाँ ݌ और ݍ पूणाहि हॅ और ݍ ≠ 0 है।  
उदाहरण - ߨ, √2, √5, √237 , √15   
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सम संìयाएँ : संìयाएँ जो 2 से पूणमत: कवभाñय हो सम संìया कहिाती हा  ।  
➢ nवां पद = 2n  
➢ ĸिम n संìयाओं का योग = ݊(݊ + 1) 

➢ ĸिम n संìयाओं के वगाऺ का योग = 2௡(௡+1)(2௡+1)3  

➢ ݊ =  अंततम पद 2  

ववषम संìयाएँ : वह संìयाएँ जो 2 से कवभालजत न हो, कविम संìयाएँ होती हा  ।  
➢ ĸिम n कविम संìयाओं का योग = =  ݊ 2  
➢ ݊ =  अंततम पद + 1 2  

अभाñय संìयाएँ : एक संìया लजसके केवि दो ही गणुक होते हा , 1 और वह ăवयं, उøहे अभाñय संìया कहते हा  ।  
जैसे = { 2,3,5,7,11, 13, 17, 19 ।।}  
➢ जहां 1 अभाñय संìया नह঴ हा  ।  
➢ 2 एक माĳ सम संìया हा  ।  
➢ 3, 5, 7 Īमागत कविम अभाñय संìया का इकिौता जोड़ा हा  ।  
➢ 1 से 25 तक कुि अभाñय संìया = 9  
➢ 25 से 50 तक कुि अभाñय संìया = 6  
➢ 1 से 50 तक कुि 15 अभाñय संìया हा  ।  
➢ 1 से 100 तक कुि अभाñय संìया = 25  
➢ 1 से 200 तक कुि अभाñय संìया = 46  
➢ 1 से 300 तक कुि अभाñय संìया = 62  
➢ 1 से 400 तक कुि अभाñय संìया = 78  
➢ 1 से 500 तक कुि अभाñय संìया = 95  
सह अभाñय संìया : वह संìयाएँ लजनका लसफम  और लसफम  एक गुणनखंड (HCF) लसफम  1 हो ।  
उदाहरण – (15,22 ), (39, 40) 

परफेëट संìया : वह संìया लजसके गुणनखंडां का योग उस संìया के बराबर हो (गुणनखंडां मे ăवयं उस संìया को 
छोड़कर ) 

6 → 1, 2, 3 → यहाँ 1 + 2 + 3 → 6 

28 → 1, 2, 4, 7, 14 → 1 + 2 + 4 + 7 + 14 → 28 
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वाăतववक संìयाओं के दशमलव ĸसार :  
शणंत दशमलव (Terminating Decimal) अशांत दशमलव (Non-Terminating Decimal)  12 = 0.51/4 = 0.251/3 = 0.125 

↓ 
िुछ पररममत चरणां िे बाि दशमिव ĸसार िा अंत हो 
जाता है। एेसी  संìयाओ िे दशमिव ĸसार िो शांत 
िशमलव िहते हॅ।. ↓ 
सारी संìयायऻ  पररमेय संìयायऻ  होगी। ↓ 
शेि शूøय हो जाता हा  ।  

1/3 = 0.3333 … .1/7 = 0.14285714 … . ↓ 
कुछ चरणां के बाद शेि की पुनरावृफ़ƻ होती हा  । लजससे 
दशमिव ĸसार तनरंतर जारी रहता हा  ।  ↓ 
अपररमेय संìया  ↓ 
शेि कभी भी शूøय नह঴ हो सकता हा  ।  

उिाहरण 1 : दिखाइवए कि 2.152786 एि पररमेय संìया है या 2.152786 िो ௣௤ िे ǳप मऻ  ǎëत िीलजए जहाँ p और 
q पूणाहि हॅ और ݍ ≠ 0 है। 
हल : यहाँ 2.152786 = 21527861000000 है। अतः यह एि पररमेय संìया है। 
उिाहरण 2 : दिखाइवए कि 0.8888 … = 0. 8 िो ௣௤ िे ǳप मऻ  ǎëत किया जा सिता है। जहाँ p और q पूणाहि है और ݍ ≠ 0 है। 
हल : माना कि ݔ = 0. ݔ 8 = 0.8888 
िोनाऻ  और 10 से गुणा िरने पर 10ݔ = 10 × (.8888 … ) = ݔ8.88810 = 8.888 …  

समीिरण (i) िो (ii) से घटाने पर 9ݔ = ݔ ⇒8 = 89  

वाăतववक संìया का ñयाममतीय ǳप मे ननǳपण :  
यदि ܽ एि ĸािृत संìया है, तब √ܽ = ܾ िा अथव है ܾ2 = ܽ और ܾ > 0. यही पररभाषा धनाõमि वाततकवि संìयाओऻ  
पर भी लागू िी जा सिती है। मान लीलजए ܽ > 0 एि वाततकवि संìया है तब √ܽ = ܾ िा अथव है ܾ2 = ܽ और ܾ > 0 
है। 
अब हम दिखाएँगे कि किस ĸिार √ݔ िो, जहाँ ݔ एि िी Ƿइव धनाõमि वाततकवि संìया है ñयाममतीय ǳप से ^ात किया 
जाता है। 
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 एि धनाõमि वाततकवि संìया है, एि िी ݔ िा मान ^ात िरने िे ललए जहाँ ݔ√
Ƿइव रेखा पर एि ५तथर कबøु  A से ݔ ǰरी पर चचǛ लगाने पर एि एेसा कबøु  B लेते है 
लजससे कि AB = हो जैसा कि ओिृतत मऻ ݔ  दिखाया गया है। एि कबøु  C मान 
लीलजए लजससे BC = 1 है। 
ओिृतत मऻ  △ OBD एि समिोण चिभजु है। 
अत: ܱܥ = ܦܱ = ܣܱ = ஺஻+஻஼2 = ௫+12  एिि ܱܤ = ܤܣ − ܣܱ = ݔ − ݔ) + 12 ) = ݔ − 12  एिि  

अतः बौधायन ĸमेय लागू िरने पर यह ĸाùत होता है। 2ܦܤ = 2ܦܱ − 2ܤܱ = ݔ) + 12 )2 − ݔ) − 12 )2 = 4ݔ4 = 2ܦܤ⇒ݔ = ܦܤ⇒ݔ =  है। ݔ√
 

वाăतववक संìया पर संवĪयाएँ :  
मान लीलजए ܽ और ܾ धनाõमि वाततकवि संìयाएँ हॅ तब 

(i) √ܾܽ = √ܽ√ܾ 

(ii) √௔௕ = √௔√௕ 

(iii) (√ܽ + √ܾ)(√ܽ − √ܾ) = ܽ − ܾ 

(iv) (√ܽ + √ܾ)(√ܿ − √݀) = √ܽܿ − √ܽ݀ + √ܾܿ − √ܾ݀ 

(v) (√ܽ + √ܾ)2 = ܽ + 2√ܾܽ + ܾ 

(vi) 1௔+√௕ = ௔−√௕௔2−௕ 

(vii) 1௔+௕√௫ = ௔−௕√௫௔2−௕2௫ जहाँ ݔ एि ĸािृत संìया है 

(viii) 1√௫+√௬ = √௫−√௬௫−௬  जहाँ ݔ तथा ݕ ĸािृत संìया है। 

वाăतववक संìयाओं के ॔लए घातांक ननयम :  
यहाँ ܽ, ݊ और ݉ ĸािृत संìयाएं हॅ। 
➢  ܽ௠ܽ௡ = ܽ௠+௡ 

➢  (ܽ௠)௡ = ܽ௠௡ 

➢  ௔೘௔೙ = ܽ௠−௡, ݉ > ݊ 

➢  ܽ௠ܾ௠ = (ܾܽ)௠ 

➢ (ܽ)0 = 1 

➢ 
1௔೙ = ܽ−௡  
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इनिा िोइव अøय उभयतनǗ गुणनखôड नह঻ है और ݊ > 0 है। तब 

(i) ܽ௠/௡ = ( √ܽ೙ )௠ = √ܽ௠೙
 

(ii) √ܽ೙ = √ܽ௣೙×೛
 

मान लीलजए ܽ > 0 एि वाततकवि संìया है और ݌ और ݍ पररमेय संìयाएँ है, तब 

(i) ܽ௣ ⋅ ܽ௤ = ܽ௣+௤ 

(ii) (ܽ௣)௤ = ܽ௣௤ 

(iii) ௔೛௔೜ = ܽ௣−௤ 

(iv) ܽ௣ܾ௣ = (ܾܽ)௣ 

अंकगणणत का मौ॔लक ĸमेय  
➢ ĸৌयेक भाñय संìया को अभाñय संìयाओं के एक गुणनफि के ǳप मे ǎëत (गुणनखंडडत) ककया जा सकता हा  । तिा 

यह गुणनखंडन अभाñय गणुनखंडां के ओने वािे Īम के कबना अडितीय होता हा  ।  
➢ ĸৌयेक अभाñय संìया को केवि 1 और ăवयं से कवभालजत ककया जा सकता हा  और ĸৌयेक पूणालक संìया को अडितीय 

तरीके से अभाñय संìयाओं के गुणनखंड के ǳप मे लिखा जा सकता हा  ।  
पररभाषा : ककसी भी ĸाकृततक संìया को केवि एक ही ĸकार से अभाñय संìयाओं के गणुनखंड के ǳप मे लिखा जा सकता 
हा  । (Īम को छोड़कर ) 

उदाहरण :  30 =  2 ×  3 ×  5 →  यह केवि इøही अभाñय संìयाओं से बना हा  । 
120 =  2 × 2 × 2 ×  3 ×  5   
महõव :  
➢ यह ĸमेय कवभाजन और गुणा से जुड़े कइम गॠणतीय  समăयाओं को हि करने मे सहायक होता हा  ।  
➢ इससे िघुƻम समापवतमक और महƻम समापवतमक की गणना करना ओसान हो जाता हा  ।  

उदाहरण :  24 और 36 के अभाñय गणुनखंड  24 →  2 ×  2 ×  2 ×  3 36 →  2 ×  2 ×  3 ×  3  
महƻम समापवतणक : सामाøय अभाñय गुणनखंड का øयूनतम घातांक । संìयाओं मे संबंǁ ĸৌयेक अभाñय गुणनखंड की 
सबसे बड़ी घात का गुणनखंड ।  ܨܥܪ =  2 2 × 3 =  12  
लघƻुम समापवतणक : सभी अभाñय गुणनखंड का अमधकतम घातांक लिया जाता हा  । संìयाओं मे ĸৌयेक उभयतनǗ अभाñय 
गुणनखंड की सबसे छोटी घात का गुणनफि ।  ܯܥܮ =  2 3 × 3 2 =  72 

HCF और LCM के म÷य संबंध: ककøही दो धनाõमक पूणालकां a और b के लिए  ܨܥܪ (ܽ, ܾ)  × ,ܽ) ܯܥܮ  ܾ)  =  ܽ ×  ܾ  
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यग़ूëलड ववभाजन ĸमेमयका :  
यू६ëलड Ĭीि गणणत^ थे, ये ñयाममतत एवं संìया लसǁाøत पर किये िायव िे ललए जाने जाते हॅ। इøहाऻ ने वाततकवि संìयाओऻ 
िे भागफल सýब३øधत लसǁाøत भी ĸततपादित किये। संìया गणणत मऻ  यू६ëलड कवभाजन कवचच (िलन कवचच) (Euclid's 
Division Algorithm), इनिे ǈारा ĸततपादित कवभाजन ĸमेमयिा पर ओधाररत है। 
माना ܽ िोइव अशूøय पूणाहि है (ܽ ≠ 0) तथा ܾ एवं ܿ िो पूणाहि तनýन ĸिार पररभातषत है कि ܾ/ܽ = ܿ 

तब संìया ܾ भाñय, संìया ܽ भाजि एवं संìया ܿ भागफल िहलाता है। भाजिता िे ललए तनýन गुणधमव ÷यान रखने योíय 
है कि 

(i) ±1 से किसी भी अशूøय पूणाहि संìया मऻ  भाग लगाया जा सिता है। 
(ii) 0 मऻ  किसी भी संìया िा भाग लगाया जा सिता है। 
(iii) 0 से किसी संìया िो भालजत नह঻ किया जा सिता। 
(iv) यदि ܽ एवं ܾ मऻ  से िोइव भी शूøय नह঻ है तो इन पर भाग संकĪया (भाजिता) लागू िी जा सिती है। 
(v) यदि ܽ एवं ܾ अशूøय पूणाहि है तथा ݍ एवं ݎ अøय पूणाहि इस ĸिार है कि ܽ = ݍܾ +  ݎ

हमने कपछली ि\ाओऻ  मऻ  भाग संकĪया िा अ÷ययन किया है। हम जानते हॅ कि एि धनाõमि पूणाहि (माना ܽ ) िो ǰसरे 
धनाõमि पूणाहि (माना ܾ ) से कवभालजत िरने पर भागफल (माना ݍ ) और शेषफल (माना ݎ ) ĸाùत होता है। 
जहाँ, 0 ≤ ݎ < ܾ 

ĸवĪया : 
चरण 1 : दी गइम दो संìयाओं a और b के लिए a = bq + r लिखे  
चरण 2 : यदद r = 0, तो b ही महƻम समापवतमक होगा ।  
चरण 3 : यदद ݎ ≠  0  तो a और b से बदिकर और b को r से बदिकर दोबारा चरण 1 और चरण 2 को दोहराएँ 
जब तक कक r = 0 न ममि जाएँ ।  

उदणहरH 1: िशावइए कि िोइव भी धनाõमि पूणाहि 3ݍ या 3ݍ + 1 या, 3ݍ + 2 िे ǳप मऻ  ललखा जा सिता है, जहाँ ݍ 
िोइव पूणाहि है। 
हल: माना ܽ िोइव धनाõमि पूणाहि है तथा ܾ = 3 है। ܽ एवं ܾ मऻ  कवभाजन ĸमेमयिा िा ĸयोग िरने पर, ܽ = ݍ3 + जहाँ 0 ݎ ≤ ݎ < 3 तथा ݍ िोइव पूणाहि है। ݎ = 0,1,2 रखने पर ܽ = ݍ3 + 0 जहाँ ܽ = ݍ3 + 1 या  ܽ = ݍ3 + 2

 अतः ܽ = ܽ या ,ݍ3 = ݍ3 + 1  या  ܽ = ݍ3 + 2
 अतः िोइव भी धनाõमि पूणाहि 3ݍ, ݍ3 + ݍ1,3 + 2 िे ǳप मऻ  ललखा जा सिता है। 
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उदणहरH 2: िशावइए कि ĸ৓येि धनाõमि समपूणाहि 2ݍ िे ǳप िा होता है तथा ĸ৓येि कवषम पूणाहि 2ݍ + 1 िे ǳप िा 
होता है जहाँ ݍ िोइव पूणाहि है। 
हल: माना ܽ िोइव धनाõमि पूणाहि है तथा ܾ = 2 है। ܽ एवं ܾ मऻ  कवभाजन ĸमेमयिा िा ĸयोग िरने पर, ܽ = ݍ2 + जहाँ 0 ݎ ≤ ݎ < 2 तथा ݍ िोइव पूणाहि है। ݎ = 0 या 1 रखने पर ܽ = ݍ2 + 0, या ܽ = ݍ2 + 1(∵ ܽ( एि पूणाहि है ݎ = ܽ या ,ݍ2 = ݍ2 + 1  

चूं कि ݍ एि पूणाहि है तथा ܽ =  है तो ܽ एि सम पूणाहि है। ݍ2
हम जानते है कि िोइव पणूाहि या तो सम होगा या तफर कवषम हो सिता है, अतः यदि ܽ सम पूणाहि है तो ܽ + 1 अथावत् 2ܽ + 1 िोइव भी कवषम पूणाहि िा ǳप होगा। 
उदणहरH 3: वह सबसे बäी संìया ^ात िीलजए जो 245 और 2053 िो इस ĸिार कवभालजत िरती है कि ĸ৓येि ५तथतत 
मऻ  शेषफल 5 ĸाùत हो। 
हल: दिया गया है कि 245 और 2053 िो अभीǕ संìया से कवभालजत िरने पर ĸ৓येि ५तथतत मऻ  शेषफल 5 ĸाùत होता है। 
अतः 245 − 5 = 240 एवं 2053 − 5 = 2048 अथावत् 240 और 2048 िो अभीǕ संìया ǈारा पणूवतया कवभालजत 
किया जा सिता है यह तभी संभव है जबकि अभीǕ संìया 240 एवं 2048 िा उभयतनǗ गुणनखôड हो। यह भी ^ात है 
कि अभीǕ संìया इस उभयतनǗ गुणनखôड मऻ  सबसे बäी संìया है। अथावत् अभीǕ संìया 240 एवं 2048 िा महƻम 
समापववि (HCF) होगी। अतः यू६ëलड कवभाजन कवमध िा चरण बǁ ĸयोग िरने पर. 2048 = 240 × 8 + 128240 = 128 × 1 + 112128 = 112 × 1 + 16112 = 16 × 7 + 0  

तपǕ है कि अ३øतम शेषफल 0 ĸाùत हो गया है। इस ĸिार अभीǕ महƻम समापवतवि भाजि 16 ĸाùत Ƿओ, जो कि अभीǕ 
संìया है। 
सं\ेप मऻ  इस कवभाजन ĸकĪया िो इस ĸिार समझा जा सिता है। 240|2048|8 1920 128|240|1 128 112|128|1 112 16|112|7 HCF = 112 0 =  शेषफल 
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उदा.  𝑥2 + 1 = 0 𝑥 = √−1 

यह वास्तववक संख्या में  संभव नही है। जिसके जिए एक नई  संख्या की परिकल्पना की िाती है। जिसे काल्पननक ईकाई  (i) 
कहा िाता है। 𝑖 = √−1𝑖2 = −1  

समिश्र संख्याएँ = वास्तववक भाग + काल्पनिक भाग 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 

वर्ष 1748 िें , िहाि गणितज्ञ एल. ऑयलर िे संख्या '' को आयोटा (lota) िाि दिया, जिसका वगष -1 है। इस आयोटा 
अथवा 'i' को काल्पनिक इकाइष के रूप िें  पररभानर्त वकया गया। िये संकेत चिन्ह 'i' के लेिे से, हि ऋिात्िक संख्याआें 
के वगषिूल को एक वास्तववक संख्या तथा 'i' के गुििफल के रूप िें  प्रकट कर सकते हैं। 

कोई  भी संख्या, जिसे 𝑎 + 𝑏𝑖 के रूप में  प्रकट वकया िा सकता हो, िबवक 𝑎 तथा 𝑏 वास्तववक संख्याएँ एवं 𝑖 = √−1 
हो, एक सम्ममश्र संख्या कहिाती है। 
एक सम्ममश्र संख्या को अक्षि 𝑧 द्वािा ननर्दिष्ट वकया िाता है। अथा त् 𝑧 = 𝑎 + bi, ' a ' को z का वास्तववक भाग कहा 
िाता है, जिसे Re(a + bi) जिखा िाता है तथा b को z का काल्पननक भाग कहा िाता है जिसे Im(a + bi) जिखा 
िाता है।  
यदद a = 0 तथा b ≠ 0 हो, तो सम्ममश्र संख्या b𝑖 हो िाती है, िो वक एक परू् तः काल्पननक सम्ममश्र संख्या है ।  
उिाहरि : 'i' का उपयोग किते हुए, ननमनजिखखत में  से प्रत्येक को सिि कीजिए: 
(i) √−36 

(ii)  √25 ⋅ √−4 

हि: 
(i) √−36 = √36(−1) = 6i 
(ii) √25 ⋅ √−4 = 5 × 2i = 10i 
i की धनात्मक परू्ाांकीय घात:  
यदद n एक एेसा धनात्मक परू्ाांक है वक n > 4 है, तो in को ज्ञात किने के जिए हम पहिे n को 4 से भाग देते हैं। उस 
दशा में , मान िीजिए वक m भागफि तथा r शेष ममिता है। तब, n = 4 m+ r            िहाँ 0 ≤ r < 4 है।  
ईस प्रकाि, in = i(4 m+r) = i4 m ⋅ ir = (i4)m ⋅ ir = ir (∵ i4 = 1) 

 

CHAPTER

 

सममश्र संख्याएँ 2
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वकन्ही दो वास्तववक संख्याओें  𝒂 तथा 𝒃 के जिए, √𝑎 × √𝑏 = √𝑎𝑏 केवि उसी दशा में  सत्य होगा िबवक 𝑎 तथा 𝑏 में  
से कम से कम एक शून्य अथवा धनात्मक हो। 
वास्तव में , √−𝑎 × √−𝑏 = i√𝑎 × i√𝑏 = i2√𝑎𝑏 = −√𝑎𝑏, िहाँ 𝑎 तथा 𝑏 धनात्मक वास्तववक संख्याएँ हैं। 
उदाहिर् : 1 + i10 + i20 + i30 का मान ज्ञात कीजिए। 
हि: 1 + i10 + i20 + i30 = 1 + (i2)5 + (i2)10 + (i2)15 = 1 + (−1)5 + (−1)10 + (−1)15 = 1 + (−1) + 1 + (−1) = 1 − 1 + 1 − 1 = 0 

ईस प्रकाि, 1 + i10 + i20 + i30 = 0 

सममश्र संख्याओं पर ओधाररत प्रमेय :  
प्रमेय 1 : यदि कोई  सम्ममश्र संख्या शनू्य के बराबर हो तो उसके वास्तववक व काल्पनिक िोिाों  भाग शनू्य के बराबर 
होते हैं। 
प्रमार् : माना 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 दी हुई  सम्ममश्र संख्या है तथा ददया है 𝑎 + 𝑖𝑏 = 0 ∴  𝑎 = −𝑖𝑏 

दोनाें  पक्षाें  का वग  किने पि (𝑎)2 = (−𝑖𝑏)2 = (−1)2(𝑖2)𝑏2 = −𝑏2 

या 𝑎2 + 𝑏2 = 0 

वकन्तु 𝑎 औि 𝑏 दोनाें  वास्तववक संख्याएँ हैं ; ईसजिए ईनके वगाो  का योगफि तब तक शून्य नहीं हो सकता, िब तक यह दोनाें  
अिग-अिग शून्य के बिाबि नहीं हो, अथा त् 𝑎 = 0 औि 𝑏 = 0 

प्रमेय 2 : यदि िो सम्ममश्न संख्याऐों  बराबर हाों  तो उिके वास्तववक और काल्पनिक भाग अलग-अलग बराबर होते हैं। 
प्रमार् : माना 𝑧1 = 𝑎 + 𝑖𝑏 औि 𝑧2 = 𝑐 + 𝑖𝑑 बिाबि हैं। 
 अब 𝑧1 = 𝑧2⇒ 𝑎 + 𝑖𝑏 = 𝑐 + 𝑖𝑑⇒ (𝑎 − 𝑐) + 𝑖(𝑏 − 𝑑) = 0 𝑎 − 𝑐 = 0 औि 𝑏 − 𝑑 = 0 ⇒  𝑎 = 𝑐  औि 𝑏 = 𝑑 

अतः दो सम्ममश्र संख्याएँ बिाबि तभी होती है िब उनके वास्तववक भाग एवं काल्पननक भाग अिग-अिग बिाबि हाें । 
उपप्रमेयः यदद 𝑎 + 𝑖𝑏 = 𝑐 + 𝑖𝑑 तो 𝑎 − 𝑖𝑏 = 𝑐 − 𝑖𝑑 
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सममश्र संख्याओं का बीजगणर्त :  𝑧1 = 𝑎 + 𝑖𝑏 𝑧2 = 𝑐 + 𝑖𝑑 

िहां  
➢ a, b = वास्तववक संख्याएँ  
➢ b, d = काल्पनिक भाग  
1. सममश्र संख्याओं का योग :  𝑧1 + 𝑧2 = 𝑎 + 𝑖𝑏 + 𝑐 + 𝑖𝑑 = (𝑎 + 𝑐 ) + (𝑏 + 𝑑)𝑖 

✓ दो सममश्र संख्याओं का योग सममश्र संख्या होता हैं  ।  
▪ क्रमविननमेय ननयम : 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑧2 + 𝑧1 
▪ साहचयय ननयम : (𝒛𝟏 + 𝒛𝟐) + 𝒛𝟑 = 𝒛𝟏 + (𝒛𝟐 + 𝒛𝟑) 
▪ योगात्मक तत्समक का अस्ततत्ि हैं  : 𝒛 + 𝟎 = 𝒛 →  शून्य समिश्र संख्या →  𝟎 + 𝑶ⅈ 
▪ योगात्मक प्रनतलोम का अस्ततत्ि :  𝒛 = 𝒂 + ⅈ𝒃 −𝒛 = −𝒂 − (ⅈ𝒃) 𝒛 + (−𝒛) = 𝟎 →  योगात्िक प्रनतलोि अथवा 𝒛 का ऋि कहलाता हैं  । 

2. सममश्र संख्याओं का अंतर :  𝑧1 − 𝑧2 = 𝑎 + 𝑖𝑏 −  𝑐 − 𝑖𝑑 = (𝑎 −  𝑐 )  +  (𝑏 −  𝑑)𝑖 
3. सममश्र संख्याओं का गरु्न :  

मान िीजिए वक 𝑧1 = 𝑎 + 𝑖𝑏 औि 𝑧2 = 𝑐 + 𝑖𝑑, दो सम्ममश्र संख्याएँ हैं। 
 तब 𝑧1 ⋅ 𝑧2 = (𝑎 + 𝑖𝑏)(𝑐 + 𝑖𝑑) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + 𝑖(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
✓ कयाें वक दो सम्ममश्र संख्याओें  का गुर्नफि पुनः एक सम्ममश्र संख्या है, ईसजिए सम्ममश्र संख्याओें  का समचु्चय 

गुर्न के जिए संवृत है। 
✓ सम्ममश्र संख्याओें  का गरु्न क्रम ववननमेय होता है, अथा त् 𝑧1 ⋅ 𝑧2 = 𝑧2 ⋅ 𝑧1 
✓ सम्ममश्र संख्याओें  का गरु्न सहचािी होता है, अथा त् (𝑧1 ⋅ 𝑧2) ⋅ 𝑧3 = 𝑧1 ⋅ (𝑧2 ⋅ 𝑧3) 
✓ वकसी सम्ममश्र संख्या 𝑧 = (𝑥 + 𝑖𝑦) के जिए एक एेसी सम्ममश्र संख्या 1, अथा त् (1 + 0𝑖), ईस प्रकाि वक 𝑧. 1 = 1. 𝑧 = 𝑧 होता है। यह संख्या 1 गरु्न के जिए तत्समक अवयव कहिाती है। 
✓ वकसी शून्येति सम्ममश्र संख्या 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 के जिए, एक सम्ममश्र संख्या 1𝑧 है जिसके जिए 𝑧 ⋅ 1𝑧 = 1𝑧 ⋅ 𝑧 = 1 

होता है। 1𝑧 , 𝑧 का गुर्नात्मक प्रनतिोम कहिाता है। अथा त् 𝑎 + 𝑖𝑏 का गुर्नात्मक प्रनतिोम 1𝑎+𝑖𝑏 = 𝑎−𝑖𝑏𝑎2+𝑏2 है। 
✓ वकन्हीं तीन सम्ममश्र संख्या 𝑧1, 𝑧2 औि 𝑧3 के जिए, 

तथा 𝑧1 ⋅ (𝑧2 + 𝑧3) = 𝑧1 ⋅ 𝑧2 + 𝑧1 ⋅ 𝑧3(𝑧1 + 𝑧2) ⋅ 𝑧3 = 𝑧1 ⋅ 𝑧3 + 𝑧2 ⋅ 𝑧3 

अथा त् सम्ममश्र संख्याओें  के जिए गुर्न, योग पि ववतरित (या बंटटत) है। 
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4. सममश्र संख्याओं का भाग :  
मान िीजिए वक 𝑧1 = 𝑎 + 𝑖𝑏 औि 𝑧2 = 𝑐 + 𝑖𝑑 (शून्येत्ति) 

दो सम्ममश्र संख्याएँ हैं। तब, 𝑧1 ÷ 𝑧2 = 𝑧1𝑧3 = 𝑎+𝑖𝑏𝑐+𝑖𝑑 = (𝑎𝑐+𝑏𝑑)𝑐2+𝑑2 + 𝑖 (𝑏𝑐−𝑎𝑑)𝑐2+𝑑2  

ऐक सम्ममश्र संख्या का संयुग्मी 
मान िीजिए वक 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 एक सम्ममश्र संख्या है। तब ईसके काल्पननक भाग के चचन्ह को बदिने पि प्राप्त संख्या 
सम्ममश्र संख्या 𝒛 का संयगु्मी कहलाती है तथा ईसे 𝒛‾  से ननर्दिष्ट वकया िाता है, अथा त् 𝒛‾ = 𝒂 − ⅈ𝒃 𝑧 का योज्य प्रनतिोम −𝑎 − 𝑖𝑏 है, िबवक ईसका संयुग्मी 𝑎 − 𝑖𝑏 है।  
1. (𝑧‾) = 𝑧 

2. 𝑧 + 𝑧‾ = 2Re(𝑧), 𝑧 − 𝑧‾ = 2𝑖Im(𝑧) 
3. 𝑧 = 𝑧‾, यदद 𝑧 शुद्धतः वास्तववक संख्या है। 
4. 𝑧 + 𝑧‾ = 0 ⇔ 𝑧 शुद्धतः काल्पननक संख्या है। 
5. 𝑧 ⋅ 𝑧‾ = {Re(𝑧)}2 + {Im(𝑧)}2 
6. (𝑧1 + 𝑧2) = 𝑧‾1 + 𝑧‾2 औि (𝑧1 − 𝑧2) = 𝑧‾1 − 𝑧‾2 

7. (𝑧1 ⋅ 𝑧2) = (𝑧‾1) ⋅ (𝑧‾2) औि (𝑧1𝑧2) = (𝑧‾1)(𝑧‾2) , (𝑧‾2 ≠ 0) 
ऐक सम्ममश्र संख्या का मापांक या निरपेक्ष  
मान मान िीजिए वक 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 एक सम्ममश्र संख्या है। तब, ईसके वास्तववक भाग के वग  औि काल्पननक 

✓ भाग के वग  के योग का धनात्मक वग मूि 𝑧 का मापांक (ननिपेक्ष मान) कहिाता है। औि ईसे |𝑧| से ननर्दिष्ट वकया िाता 
है, अथा त् |𝑧| = √𝑎2 + 𝑏2 

✓ सम्ममश्र संख्याओें  के एक समुच्यय में , 𝑧1 > 𝑧2 या 𝑧2 > 𝑧1 अथ हीन है; पिंत ु

✓ |𝑧1| > |𝑧2| या |𝑧1| < |𝑧2| अथ पूर्  हैं ; कयाें वक |𝑧1| औि |𝑧2| वास्तववक संख्याएँ हैं। 

ऐक सम्ममश्र संख्या के मापांक के गणु 

1. |𝑧| = 0 ⇔ 𝑧 = 0, अथा त् Re(𝑧) = 0 औि Im(𝑧) = 0 

2. |𝑧| = |𝑧‾| = | − 𝑧| 
3. −|𝑧| ≤ Re(𝑧) ≤ |𝑧| औि −|𝑧| ≤ Im(𝑧) ≤ |𝑧| 
4. 𝑧𝑧‾ = |𝑧|2, |𝑧2| = |𝑧‾|2 
5. |𝑧1𝑧2| = |𝑧1| ⋅ |𝑧2|, |𝑧1𝑧2| = |𝑧1||𝑧2| (𝑧2 ≠ 0) 
6. |𝑧1 + 𝑧2|2 = |𝑧1|2 + |𝑧2|2 + 2Re(𝑧1𝑧‾2) 
7. |𝑧1 − 𝑧2|2 = |𝑧1|2 + |𝑧2|2 − 2Re(𝑧1𝑧‾2) 
8. |𝑧1 + 𝑧2| ≤ |𝑧1| + |𝑧2| 
9. |𝑧1 − 𝑧2| ≥ |𝑧1| − |𝑧2| 
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10. |𝑎𝑧1 − 𝑏𝑧2|2 + |𝑏𝑧1 + 𝑎𝑧2|2 = (𝑎2 + 𝑏2)(|𝑧1|2 + |𝑧2|2) ववशेषत: |𝑧1 − 𝑧2|2 + |𝑧1 + 𝑧2|2 = 2(|𝑧1|2 + |𝑧2|2) 
11. एक सम्ममश्र संख्या 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏(≠ 0) का गुर्नात्मक प्रनतिोम (व्युक्ककम) 1𝑧 = 𝑎 − 𝑖𝑏𝑎2 + 𝑏2 = 𝑧‾|𝑧|2 

सममश्र संख्याओं का िगयमलू :  
मान िीजिए 𝑎 + 𝑖𝑏 एक सम्ममश्र संख्या है तथा 𝑥 + 𝑖𝑦 उसका वग मूि है। 
तब √𝑎 + 𝑖𝑏 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⇒ 𝑎 + 𝑖𝑏 = (𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 

वास्तववक तथा काल्पननक भागाें  को बिाबि किने पि 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑎 ………………………………………………. (1) 

तथा 2𝑥𝑦 = 𝑏 ………………………………………………. (2) 

बीिगणर्तीय तत्समक का प्रयोग किने पि : (𝑥2 + 𝑦2)2 = (𝑥2 − 𝑦2)2 + 4𝑥2𝑦2 = (𝑎)2 + (𝑏)2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑥2 + 𝑦2 = √𝑎2 + 𝑏2  ……………………………………………… . (3) 
समीकिर् (1) तथा (3) के अनुसाि : 2𝑥2 = √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎 ⇒ 𝑥 = ±√12 (√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎)
 तथा 2𝑦2 = √𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎 ⇒ 𝑦 = ±√12 (√𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎)} 

 
 …………………………………. (4) 

समीकिर् (4) में , ईस तिह 𝑥 तथा 𝑦 के मान के 4 युग्म पाते हैं  औि हम 𝑥 तथा 𝑦 के वही मान स्वीकाि किें गे िो समीकिर् 
(1) तथा (2) दोनाें  को सन्तुष्ट किते हाें । 
समीकिर् (2) में  यदद ' 𝑏 ' धनात्मक है तब 𝑥 तथा 𝑦 दोनाें  धनात्मक हाें गे, अथवा दोनाें  ऋर्ात्मक हाें गे। 

√𝑎 + 𝑖𝑏 = √12(√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎) + 𝑖√12(√𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎)
 तथा −√12(√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎) − 𝑖√12(√𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎)  

यदद 𝑏 ॠर्ात्मक है तो 𝑥 तथा 𝑦 ववपिीत चचन्ह के हाें गे, तब 

√𝑎 + 𝑖𝑏 = −√12(√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎) + 𝑖√12 (√𝑏2 + 𝑏2 − 𝑎)
 तथा √12(√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎) − 𝑖√12(√𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎)  

अतः 𝑎 + 𝑖𝑏 के दोनाें  अवसिाें  पि दो-दो वग मूि ववपिीत चचन्हाें  के हाें गे। 
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उदाहरर् : 7 + 24𝑖 का वग मूि ज्ञात कीजिए। 
हि : माना √7 + 24𝑖 = 𝑎 + 𝑖𝑏        ………………………………………………. (1) 

दोनाें  ओि वग  किने पि, 7 + 24𝑖 = 𝑎2 − 𝑏2 + 2𝑖𝑎𝑏, प्राप्त होता है। वास्तववक तथा काल्पननक भागाें  की तिुना किने 
पि 𝑎2 − 𝑏2 = 7                  ………………………………………………. (2) 

तथा 2𝑎𝑏 = 24 ⇒ 𝑎𝑏 = 12 ………………………………………………. (3) 

अतः (𝑎2 + 𝑏2)2 = (𝑎2 − 𝑏2)2 + 4𝑎2𝑏2 ⇒ (𝑎2 + 𝑏2)2 = 49 + 4 × 144 ⇒ (𝑎2 + 𝑏2)2 = 625 ⇒ 𝑎2 + 𝑏2 = 25   ………………………………………………. (4) 

समीकिर् (2) तथा (4), को हि किने पि 2𝑎2 = 32 ⇒ 𝑎2 = 16 ⇒ 𝑎 = ±4 

तथा 2𝑏2 = 18 ⇒ 𝑏2 = 9 ⇒ 𝑏 = ±3 

समीकिर् (3), 𝑎𝑏 = 12 धनात्मक है, अतः 𝑎 तथा 𝑏 समान चचन्हाें  के हाें गे 

यहाँ पि 𝑎 = 4, 𝑏 = 3 अथवा 𝑎 = −4, 𝑏 = −3 हाें गे 

अतः 7 + 24𝑖 के दो वग मूि 4 + 3𝑖 तथा −4 − 3𝑖 हाें गे। 𝑖 की घात :  𝑖3 = 𝑖2(𝑖) = (−1)𝑖 = −𝑖𝑖4 = 𝑖2 × 𝑖2 = (−1)(−1) = 1𝑖5 = (𝑖2)2 × 𝑖 = (−1)2 × 𝑖 = 𝑖 
ईस प्रकाि वकसी पूिाांक  𝑘 के जिये 𝑖4𝑘 = 1 𝑖4𝑘+1 = 𝑖𝑖4𝑘+2 = −1 𝑖4𝑘+3 = −𝑖 

ईकाई  के घिमलू (Cube roots of unity): 
माना √13 = 𝑧,  तब 𝑧3 = 1  ⇒  𝑧3 − 1 = 0 ⇒  (𝑧 − 1)(𝑧2 + 𝑧 + 1) = 0 ⇒  (𝑧 − 1) = 0 ⇒   या  𝑧2 + 𝑧 + 1 = 0 ⇒   या   ⇒  𝑧 = 1  या  𝑧 = −1 ± √(1 − 4)2 ⇒  𝑧 = −1 ± √3𝑖2

 

∴ ईकाई  के घनमूि 1, −1+𝑖√32 , −1−𝑖√32  होते है। 
अथा त् ईकाई  के तीन घनमूि होते है जिनमें  से दो सम्ममश्र िाजशयाँ होती है। 

ToppersNotes / 9828-286-909 17



     

 

 

प्रमेय: ससद्ध कीसिऐ वक ईकाई  के घिमलू मों सम्ममश्न मलू ऐक दूसरे के वग  होते हैं। प्रमाण: मािा 𝜶 = −𝟏+ⅈ√𝟑𝟐  तथा 𝜷 = −𝟏−ⅈ√𝟑𝟐  ईकाई  के िो सम्ममश्र मलू है। 𝛼2 = (−1 + 𝑖√32 )2 = 1 − 3 − 𝑖2√34 = −1 − 𝑖√32 = 𝛽
𝛽2 = (−1 − 𝑖√32 )2 = 1 − 3 + 𝑖2√34 = −1 + 𝑖√32 = 𝛼 

अतः जसद्ध हुओ वक ईकाई  के सम्ममश्न घनमूि एक दूसिे के वग  होते हैं। 
टटप्पर्ी: 
1. ईकाई  के घनमूिाें  को 1,𝜔,𝜔2 से प्रदर्शित किते हैं। 
2. ईकाई  के घनमूि के गुर्धम  : (𝑎)𝜔3 = 1 तथा (b) 1 + 𝜔 + 𝜔2 = 0. 
आगंड तल 

➢ वकसी सम्ममश्र संख्या 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 को समकोणर्क अक्षाें  के एक युग्म के सापेक्ष एक कातीय (ति) में  एक अटद्वतीय 
बबिदु (𝑎, 𝑏) के रूप में  ननरूवपत वकया िा सकता है।  

➢ सम्ममश्र संख्या 0 + 0𝑖 मूि बबिदु O(0,0) को ननरूवपत किती है।  
➢ ऐक शदु्धतः वास्तववक संख्या 𝑎, अथा त् (𝑎 + 0𝑖) को 𝑥-अक्ष पि स्स्थत बबिदु (𝑎, 0) से ननरूवपत वकया िाता है। 

ईसीजिए, 𝒙-अक्ष को वास्तववक अक्ष कहते हैं।  
➢ ऐक शदु्धतः काल्पनिक संख्या 𝑖𝑏, अथा त् (0 + 𝑖𝑏) को 𝑦-अक्ष स्स्थत बबिदु (0, 𝑏) से ननरूवपत वकया िाता है। 

ईसीजिए, 𝒚-अक्ष को काल्पनिक अक्ष कहते हैं। 
ईसी प्रकाि, ति में  सम्ममश्र संख्याओें  के बबिदुओें  द्वािा ननरूपर् को आगंड आरेख (Argand) diagram) कहते हैं। 
वह ति जिस पि सम्ममश्र संख्याओें  को बबिदुओें  के रूप में  ननरूवपत वकया िाता है। सम्ममश्र तल या आगंड तल या गाउसिीय 
तल कहिाता है। 
यदद एक सम्ममश्र ति में , दो सम्ममश्र संख्या 𝑧1 औि 𝑧2 को क्रमशः बबिदुओें  P औि Q से ननरूवपत वकया िाता है, तो |𝑧1 − 𝑧2| = PQ 

ज्यामितीय भार्ा िे विन्  (x, -y ) वास्तववक अक्ष के सापेक्ष विन्  (x, y) का िपषि प्रनतबििंि कहलाता हैं  ।  
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