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समुïचय ससǁधgत कध विकधस जममन गणित^ Georg Cantor (1845 -1918) ǈधरध वकयध गयध थध ।  
समïुचय : समुïचय िăतुओं यध सgìयधओं कध एक सुपररभधषित सgĬह हा  ।  
समïुचय के ĸदWशन के लिए कुछ मानक संकेतन : 
➢ N : ĸाकृत संìयाओं का समïुचय 

➢ W : पूHण संìयाओं का समुïचय 

➢ Z : पूHाधकां का समïुचय 

➢ Z+: धन पूHाधकां का समुïचय 

➢ ܼ−: ॠH पHूाधकां का समïुचय 

➢ Q : परिमेय संìयाओं का समुïचय 

➢ I : अपरिमेय संìयाओं का समïुचय 

➢ R : वाăतववक संìयाओं का समुïचय 

➢ C : सॗममŀ संìयाओं का समïुचय 

ǰसिे ĸयुëत होने वाले ĸतीक हळ- ∈ : 'सदăय है' या 'मं है', ∉ : 'सदăय नह঩ है' या 'मं नह঩ है' ∃ : अक़ăतõव है, ∄ : अक़ăतõव नह঩ है ।  
नोट :  
➢ समुïचय के सिए िăतुएँ, अियि तथध सदăय पयधमयिधची पद हा  ।  
➢ समुïचय को ĸधय: अg Ĭेजी ििममधिध के बड़े अ\रधं ǈधरध षनউमित वकयध जधतध हा  ।  
➢ समुïचय के अियि को अgĬेजी ििममधिध के छोटे अ\रधं ǈधरध ĸदঌशित करते हा  ।  
यदद ܽ, समुïचय A का एक अवयव है, तो हम कहते हळ  वक ܽ समïुचय A मं है। वाëयांश 'अवयव है' 'सदăय है' या 'मं 
है' को सूचचत किने के ललए यूनानी ĸतीक " ∈ (epsilon)" का ĸयोग वकया जाता है। अतः हम ' ܽ ∈  A′ ललखते 
हळ। यदद ܾ, समुïचय A का अवयव नह঩ है, तो हम ' ܾ ∉ A ' ललखते हळ  औि इसे " ܾ समुïचय A मं नह঩ है" पåते हळ। 

 

CHAPTER

 

समïुचय 1
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समïुचय को निǳपित करिे की पिधिय g :  
1. रोăटर पिधि य  स रणीबǁ ǳि  :  

इस ववधध मं, समुïचय के सभी अवयवां को सूचीबǁ वकया जाता है, अवयवां को एक ǰसिे से, अधणवविाम ǈािा पथृक 
वकया जाता है औि उन सभी को एक मंझले कोǗक { } के भीति ललखा जाता है।  
✓ यदद V अंĬेजी वHणमाला के सभी ăविां का समुïचय है तो इसे िोăटि ववधध मं इस ĸकाि ललख सकते हळ  : V ={a, e, i, o, u} 

✓ यदद A, 7 से छोटी ĸाकृत संìयाओं का समुïचय है, तो सािHीबǁ ǳप मं A = {1,2,3,4,5,6} ललखा जायेगा। 
✓ टिùपणी: समïुचय को िोăटि ǳप मं ललखते समय वकसी अवयव को सामाøयतः दोबािा नह঩ ललखते हळ। 

▪ उदाहिH के ललए यदद A , mathematics शûद मं ĸयुëत अ\िां का समïुचय है तो A ={m, a, t, h, e, i, c, s} 
2. समïुचय निम ाण ǳि :  

इस ǳप मं अवयवां को सूचीबǁ नह঩ वकया जाता पिøतु सभी अवयवां को एक सवणननǗ गुHधमण के ǈािा ĸदঁशित वकया जाता है। 
✓ मान लीलजए वक V अंĬेजी वHणमाला के सभी ăविां का समïुचय है तब V को समुïचय ननमाणH ǳप मं ननमनललखखत 

ĸकाि से ललखते हळ  : V = {x: x अंĬेजी वHणमाला का एक ăवि है। } 

✓ मान लीलजए वक A, 7 से छोटी, ĸाकृत संìयाओं का समुïचय है तो A = {x: x ∈ N औि x < 7}  
िोट : ĸतीक ' ∵ ' को 'तावक' 'इस ĸकाि वक' (such that) पåा जाता है। 

समïुचय क  ि;ीकरण : 
1. रिëत समïुचय (The empty set): लजस समïुचय मं एक भी अवयव नह঩ होता है उसे रिëत समïुचय या शूøय 

समुïचय कहते हळ  तथा ĸतीक } या ߶ से ĸदঁशित किते हळ। 
2. एकल समïुचय : एक समुïचय सजसमे केिि एक ही अियि होतध हा , एकि समुïचय कहिधतध हा  ।  
3. परिममत औि अपरिममत समïुचय (Finite and infinite sets): वह समुïचय लजसमं अवयवां की संìया 

ननॕित होती है, परिधमत समुïचय कहलाता है अøयथा समïुचय अपरिधमत कहलाता है। 
4. असgयëुत समुïचय :  दो समुïचय A तथध B असgयुëत समुïचय कहिधते हा , यदद उनमे कोईम भी अियि उभयषनǗ न हो ।  

उद हरण :  A = {1,3,5} और  B={2,4,6} 

5. समान समïुचय (Equal sets): ददये गये दो समुïचय A औि B मं यदद A का ĸুयेक अवयव ܤ का भी अवयव है 
तथा ܤ का ĸুयेक अवयव ܣ का भी अवयव है, तो समुïचय ܣ औि ܤ समान कहलाते हळ। दो समान समुïचयां मं तöयतः 
समान अवयव होते हळ। 

6. साVश॥िक समïुचय (Universal set): वकसी ववशेष संदभण मं यह एक ओधािभूत समुïचय होता है, लजसके अवयव 
तथा उप-समïुचय उस ववशेष संदभण मं ĸासंनगक होते हळ। उदाहिH के ललए अंĬेजी भाषा के वHणमाला (Alphabet) मं 
ăवि वHाय  (Vowels) के समुïचय हेतु, अंĬेजी भाषा के समăत वHणमाला का समïुचय, एक सावणचिक समुïचय हो 
सकता है। सावणचिक समïुचय को ĸतीक ܷ से ननǳवपत किते हळ। 
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उप-समïुचय (Sub-sets):  
➢ यदद समुïचय A का ĸুयेक अवयव, समुïचय B का भी एक अवयव है, तो A, B का उप-समïुचय कहलाता है।  
➢ ĸतीकाõमक ǳप मं हम ललखते हळ  वक A ⊂ B, यदद ܽ ∈  A ⇒ ܽ ∈  B. 
➢ हम वाăतववक संìयाओं के समïुचय को ܀, ĸाकृत संìयाओं के समुïचय को ۼ, पूHाधकां के समुïचय को ܈, परिमेय 

संìयाओं के समïुचय को ۿ, अपरिमेय संìयाओं के समïुचय को ܂ ǈािा ननǳवपत किते हळ। 
➢ हम देखते हळ  वक ۼ ⊂ ܈ ⊂ ۿ ⊂ ܂,܀ ⊂ ,܀ ۿ ⊄ ,܂ ۼ ⊄  ܂

िोट :  
➢ ĸুयेक समुïचय ăवयं का उपसमुïचय होता है अथाणत A ⊆ A 

➢ रिëत समुïचय मं कोइण भी अवयव नह঩ होता है। उपसमुïचय होने की ख़ăथनत ăवयं ही पूिी हो जाती है। अतः रिëत 
समुïचय ĸুयेक समुïचय का उपसमुïचय होता है। 

➢ यदद A ⊆ B औि B ⊆ A तब A = B 

➢ यदद A ⊆ B औि A ≠ B तो A, B का उचचत उपसमुïचय कहलाता है औि B, A का अधधसमïुचय कहलाता है। 
अथाणत A ⊂ B या B ⊃ A 

उदाहिण : यदद A = {x: x एक अभाñय संìया है औि x < 5} औि B = {y: y एक सम अभाñय संìया है। } ëया B, A 
का उचचत उपसमुïचय है ? 

हल : यहाh  ददया गया है, A = {2,3}, B = {2} 

ăपǕत: ܤ ⊆ ܤ औि ܣ ≠  ܣ

हम ललखते हळ  वक B ⊂ A औि कहते हळ  वक B, A का उचचत उपसमुïचय है। 

एक समïुïय के उपसमïुचया़ की संìया 
मान लीलजए A = ,߶ तब A के उपसमुïचय ,{ݔ} A हळ  । यदद A एक समुïचय है लजसमं (ۯ )࢔ =  है, तब A के ࢖
उपसमïुचया़ की संìया = ૛࢖ तथा A के उचचत उपसमïुचया़ की संìया = ૛࢖ − ૚ है। 
÷यान िहे वक ݊( A) = 1, A के उपसमुïचयां की संìया = 2 = 21 

मान लीलजए A = {2,4}, तब A के उपसमïुचय ߶, {4}, {2}, {2,4} हळ। ݊( A) = 2, A के उपसमुïचयां की संìया = 4 = 22 

मान लीलजए A = {1,3,5} तब A के उपसमïुचय ߶, {1}, {3}, {5}, {1,3}, {1,5}, {3,5}, {1,3,5}. ݊( A) = 3, A के उपसमुïचयां की संìया = 8 = 23 
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VाăतवVक संìयाओ़ के उपसमïुचय 

संìयाओं के कुछ मानक समïुचयां को हम इस ĸकाि जानते हळ - 
ĸाकृत संìयाओं का समïुचय  N = {1,2,3,4, … … … ….}  
 पूHण संìयाओं का समुïचय W = {0,1,2,3,4, … … … … … . . }
 पूHाधकां का समुïचय Z = {… … … , −4, −3, −2, −1,0,1,2,3,4, … … … . }
 परिमेय संìयाओं का समïुचय Q = :ݔ} ݔ = ݍ݌ , ,݌ ݍ ∈ ܼ तथा ݍ ≠ 0}  

अपरिमेय संìयाओं को I ǈािा ननǳवपत वकया जाता है। I = :ݔ} ݔ ∈ R तथा ݔ ∉ Q} अथाणत् वह सभी वाăतववक संìयाएh  जो परिमेय नह঩ है। 
यह समुïïय वाăतववक संìयाओं के उपसमुïचय हळ। इन उपसमुïचयां मं से कुछ ăपǕ समबøध इस ĸकाि है : N ⊂  W ⊂ Z ⊂ Q, Q ⊂ R, I ⊂ R, N ⊄ I 
VाăतवVक संìयाओ़ के उपसमïुचय के ǳप म़ अøतिाि 

अøतिाल I, R का उपसमुïचय है यदद ݔ, ݕ ∈ I तथा यदद ݖ, ݖ के म÷य कोइण वाăतववक संìया है, तब ݕ औि ݔ ∈  है। ܫ
कोइण वाăतववक संìया जो एक अøतिाल के दो लभǊ-लभǊ अवयवां के बीच रिथत है, अøतिाल मं होनी चाहहए 

यदद ܽ, ܾ ∈ ܽ तथा ܀ < ܾ तो हम ननमन ĸकाि के अøतिाल ĸाùत कि सकते हळ। 
 

1. समुïचय {ݔ ∈ R: ܽ < ݔ < ܾ} एक वववृत (खुला) अøतिाल कहलाता है औि (ܽ, ܾ) ǈािा ननǳवपत होता है।  
2. समुïचय {ݔ ∈ R: ܽ ≤ ݔ ≤ ܾ} एक संवृत (बंद) अøतिाल कहलाता है औि [ܽ, ܾ] ǈािा ननǳवपत होता है  
3. समुïचय {ݔ ∈ :܀ ܽ < ݔ ≤ ܾ} एक अøतिाल है, जो बाय঩ ओि खुला तथा दाय঩ ओि बøद है यह (ܽ, ܾ] ǈािा ननǳवपत 

होता है।  
4. समुïचय {ݔ ∈ :܀ ܽ ≤ ݔ < ܾ} एक एेसा अøतिाल है, जो बाय঩ ओि बøद तथा दाय঩ ओि खुला है। यह [ܽ, ܾ) ǈािा 

ननǳवपत होता है।  
5. समुïचय {ݔ ∈ R: ݔ < ܽ} एक एेसा अøतिाल है जो (−∞, ܽ) ǈािा दशाणया जाता है।  
6. समुïचय {ݔ ∈ R: ݔ ≤ ܽ} एक एेसा अøतिाल है जो (−∞, ܽ] ǈािा दशाणया जाता है।  
7. समुïचय {ݔ ∈ :܀ ݔ > ܽ} एक अøतिाल है जो (ܽ, ∞) ǈािा ननǳवपत होता है।  
8. समुïचय {ݔ ∈ :܀ ݔ ≥ ܽ} एक अøतिाल है जो [ܽ, ∞) ǈािा ननǳवपत होता है।  
ĸथम चाि अøतिाल परिधमत अøतिाल कहलाते हळ  तथा संìया b − a (जो वक हमेशा धनाõमक होती है), चािां अøतिालो (a, 
b), [a, b], (a, b], [a, b) मं से ĸুयेक की लमबाइण कहलाती है। अंनतम चाि अंतिाल अपरिधमत अøतिाल कहलाते हळ  
तथा इन अंतिालां की लमबाइण दशाणयी नह঩ जा सकती। 
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घात समïुचय 

मधनध ki ܣ = {ܽ, ܾ} तो A के उपसमुïचय ߶, {a}, {b}, {a, b} है। यदद हम इन उपसमïुचयां को एक नए समïुचय, मान 
िीलजये वक B , के अवयव मान लं तब B = {߶, {a}, {b}, {a, b}} 

समुïचय B , समुïचय A का घात समïुचय कहलाता है। 
िोट : समुïचय A के घात समुïचय को P(A) से ĸदঁशित वकया जाता है। समुïचय A के घात समïुचय मं ददए Ƿए समुïचय 
के सभी उपसमïुचय होते हळ। 
उदाहिH . ननमनललखखत समुïचयां के घात समुïचय ललखखए: 
I. A = {x: x ∈ R औि x2 + 7 = 0} 

II.  ܤ = :ݕ} ݕ ∈ ܰ औि 1 ≤ ݕ ≤ 3} 

हल:  
I. ăपǕतः A = ߶ (रिëत समुïचय) 

II. ∴ ߶. ददए Ƿए समुïचय का केवल उपसमुïचय है। ∴ P(A) = {߶} 

III. समुïचय B को {1,2,3} के ǳप मं ललखा जा सकता है। B के उपसमïुचय 

IV. ߶, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3} हळ। 
V. ∴ (ܤ)ܲ  = {߶}, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}} 

Vेन ओिेख (Venn diagrams): 
समुïचयां के बीच संबंधां को ननǳवपत किने वाले ओिेखां को वेन ओिेख कहते हळ।  
उदाहिHाथण, ĸाकृत संìयाओं का समïुचय पूHण संìयाओं के समुïचय का एक उप-
समुïचय है, जो ăवयं पHूाधकां के समुïचय का एक उप-समुïचय है।  

समïुचय िर सgपिय एँ :  
समïुचया़ का स४ममिन (Union of Sets): दो ददये Ƿए समुïचय A औि B का सॗममलन समïुचय C है, लजसमं वे 
सभी अवयव हळ  जो या तो A मं या B मं हळ। ĸतीकाõमक ǳप मं हम ललखते हळ  वक C = A ∪  B = ݔ} ∣ ݔ ∈  A या ݔ ∈  B} 
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स४ममलिन की संविया के कुछ गणुधमश 
I. A ∪ B = B ∪ A 

II.  (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) 
III.  A ∪ ߶ = A 
IV.  A ∪ A = A 
V.  U ∪ A = U 

समïुचया़ का सVशननǗ (Intersection of sets) :   
➢ दो समुïचयां A औि B का सवणननǗ उन सभी अवययां का समïुचय है जो A औि B दोनां मं हां।  
➢ ĸतीकाõमक ǳप मं हम ललखते हळ  वक A ∩ B = :ݔ} ݔ ∈  A औि ݔ ∈  B}. 
➢ यदद A ∩ B = ߶, तो A औि B असंयुëत समुïचय (Disjoint sets) कहलाते हळ।  
सVशननǗ संविया के कुछ गणुधमश 
I. A ∩ B = B ∩ A 
II.  (A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) 
III.  ߶ ∩ A = ߶; U ∩ A = A 
IV.  A ∩ A = A 
V.  A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) 
VI.  A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) 

समïुचया़ का अंति (Difference of sets) :  
➢ ĸतीक ܣ − का अंति, उन अवयवां का समïुचय है, जो A मं हळ ܤ औि ܣ ǈािा ननǳवपत समïुचयां ܤ  ककितु B मं नह঩ हळ।  A − B = :ݔ} ݔ ∈  A औि ݔ ∉  B}B − A = :ݔ} ݔ ∈  B औि ݔ ∉  A} 

समïुचय का पिूक (Complement of a set) :  
मान लीलजए वक U एक सावणचिक समुïचय है औि ܣ, ܷ का एक उप-समुïचय है, तो ܣ का पूिक समुïचय, ܷ  के उन अवयवां 
का समुïचय है जो ܣ के अवयव नह঩ है। ĸतीकाõमक ǳप मं हम ललखते हळ  वक - A′ = :ݔ} ݔ ∈ U औि ݔ ∉  A}. साथ ही A′ = U − A 
पिूक समïुचया़ के कुछ गणुधमश  
1. पूिक ननयम (Law of complements) 

I. A ∪ A′ = U 
II.  A ∩ A′ = ߶ 
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2. हि-मॉगेन का ननयम (De Morgan's law): 
I. (A ∪ B)′ = A′ ∩ B′ 
II. (A ∩ B)′ = A′ ∪ B′ 
III. (A′)′ = A 

IV.  U′ = ߶ तथा ߶′ = U 

दो समïुचया़ के स४ममिन औि सVशननǗ पि ओधारित ǎाVहारिक ĸǑा़ को सिि किने के सिू  
यदद A, B औि C कोइण परिधमत समïुचय हां, तब 

a) ݊( A ∪  B) = ݊( A) + ݊( B) − ݊( A ∩  B) 

b) यदद (A ∩ B) = ߶, तो ݊( A ∪  B) = ݊( A) + ݊( B) 

c) ݊( A ∪  B ∪ C) = ݊( A) + ݊( B) + ݊(C) − ݊( A ∩  B) − ݊( A ∩ C) − ݊( B ∩ C) +݊( A ∩  B ∩ C) 
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➢ ्ऴिकोणमिति दो शबददफ  से मिलकर बनद है - Trigon 
और metry 

✓ Trigon: जिसकद अJथ है तीन कोणदफ  से बनी 
आकृतत, यदनी एक ॔िभुि 

✓ Metry: जिसकद अJथ है िदपन 

➢ अतः, ॔िकोणमितत कद अJथ है ॔िभुिदफ  कद िदपन। 
➢ ्ऴिकोणमिति गणणि की वह शदखद है िो ककसी ॔िभुि 

(िुìयतः सिकोण ॔िभुि) के कोणदफ  और भुिदआफ  के 
बीच के संबंध कद अ÷ययन करती है, जिसिफ sine, 
cosine और tangent िैसे अनुपदतदफ  कद उपयोग 
ककयद िदतद है। 

Type 1: िलू कोणीय ĸणाली  
षतिक पǁति:  
➢ एक एेसी संìयद ĸणदली है जिसकद आधदर 60 होतद है, 

जिसिफ  संìयदआफ  को 60 के गणुिदफ  कद उपयोग करके 
ǎëत ककयद िदतद है। 
✓ 60 मिनट = 1 डिĬी,   
✓ 60 सेकफ ि = 1 चदप मिनट  

वृƻीय ĸणाली:  
➢ वृƻीय ĸणदली कोणदफ  को रेडियन िफ  िदपने की एक कवमध 

है, िहदh  एक पूरद वृƻ 2π रेडियन के बरदबर होतद है 

➢ डिĬी और रेडियन के बीच संबंध 

✓ 2π रेडियन = 360 डिĬी  
✓ π रेडियन = 180 डिĬी  

कोण का ǳपांिरण 𝑥  डिĬी = ( (180ߨ × 𝑥   रेडियन 𝑥 रेडियन = ߨ180) ) × 𝑥    डिĬी 1 रेडियन = 57°16′22′′ 

उदाहरण: रेडियन िाप को डिĬी िाप िऩ बदलऩ: −૞૜࣊૚૙  . 
हल:      1° = 180°10  = 10ߨ53− × ߨ180° = −954° 

Type 2: øयनू कोणाऩ  के 
्ऴिकोणमििीय अनपुाि sinθ = लýब 

कणथ  cosθ = आधदर
कणथ  tanθ = लýब 
आधदर  cotθ = आधदर 
लýब  secθ = कणथ 

आधदर  cosecθ = कणथ 
लýब  sinθ = 1cosecθ cosθ = 1secθ tanθ = 1cotθ 

पायथागोरस ĸिेय:  
➢ एक सिकोण ॔िभुि िफ , कणथ कद वगथ अøय दो भुिदआफ 

के वगदऱ  के योग के बरदबर होतद है। 
आधदर  = ܽ,  लýब  = ܾ, कणथ  = ܿ ܽ2 + ܾ2 = ܿ2 

िहõवपणूण पायथागोरस ्ऴिक: 
(3, 4, 5) (5, 12, 13) (7, 24, 25) (8, 15, 17), 
(9, 40, 41), (11, 60, 61) (12, 35, 37), (13, 84, 
85),(16, 63, 65) (20, 21, 29), (28, 45, 53), 
(33, 56, 65) (36, 77, 85), (39, 80, 89), (48, 
55, 73) (65, 72, 97),(20, 99, 101) 

 

 

CHAPTER 
 

 

्ऴिकोणमिति  

आधार  
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2
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उदा: यदद  ࢙ࣂ࢔࢏ = ૛૙૚૙૚ िो  ࣂ࢙࢕ࢉ  और   ࢚ࣂ࢔ࢇ का 
िान ^ाि कीजिए  
हल: ߠ݊݅ݏ = 20 → ܲ101 →  ܪ

तब, पदयJदगोरस ĸिेय 
से (20, 99, 101) 

B = 99 ܿߠݏ݋ = ߠ݊ܽݐ  ,99101 = 2099 

उदा: यदद  ࢙ࣂ࢔࢏ = ૛૞ िो   ࢙ࣂࢉࢋ का िान ^ाि कीजिए  
हल: ߠ݊݅ݏ = 2 → ܲ5 →  ܪ

पदयJदगोरस ĸिेय से  52 = 22 + ܤ 2ܤ = ߠܿ݁ݏ 21√ = ܤܪ = 5√21 

Type 3: ्ऴिकोणमििीय ्ऴचǛ और कोण 
ǳपांिरण तनयि sin (−θ) = −sin θ,  cos (−θ) = cos θ tan (−θ) = −tan θ,  cot (−θ) = −cot θ sec(−θ) = sec θ,  cosec(−θ) = −cosecθ 

 
यदद गणुक 90° का सि गणुि है, िो फलन अपररवॽििि 
रहिा है। 
यदद गुणक 90° कद कवषि गुणि है, तो फलन बदल िदतद है। 
(sin ↔ cos, tan ↔ cot, sec ↔ cosec) 

िानक िाजलका 
 0º 30º 45º 60º 90º 1 1 3√ ∞ ߠ ݐ݋ܿ ∞ 3√ 1 3√/1 0 ߠ ݊ܽݐ 0 1/2 2√/1 3/2√ 1 ߠ ݏ݋ܿ 1 3/2√ 2√/1 1/2 0 ߠ ݊݅ݏ √3⁄ ܿ݁ݏ 0   1 3√/2 2√ 2 ∞ ߠܿ݁ݏ݋ܿ ∞ 2 2√ 3√/2 1 ߠ

उदा: ࢙ࣂ࢔࢏ = ૞ૠ૙° का िान ^ाि कीिये  
हल : = sin (90 × 6 + 30) 

इस तरह के सवदलदफ  को दो चरणदफ  िफ  हल ककयद िदतद है: 
(1) फलन िफ  बदलदव  
(2) ॔चøह िफ  बदलदव  
तो, इस सवदल िफ , 90° कद गुणि सि है, इसजलए फलन को 
बदलने की कोइथ ãǳरत नहফ है। 
ǰसरी बदत, 90 × 6 ǰसरे चतJुदऩश िफ  आतद है। 30° िोäने 
के बदद, यह तीसरे चतुJदऩश िफ  चलद िदतद है; इसजलए, ॔चǛ 
ऋणदõिक हो िदतद है। = sin(90 × 6 + 30) =  °30݊݅ݏ−
तदजलकद से  −30݊݅ݏ° = − 12  

उदा: यदद  ࢚࢕ࢉ૛ࣂ + ࣂ૛࢔ࢇ࢚ = ૛,૙° ≤ ࣂ ≤ ૢ૙° िो ࣂ  िान ^ाि कीजिए  
हल : ܿߠݐ݋ = 1௧௔௡ఏ 

िदनद  ܿߠ2ݐ݋ = 1௧௔௡2ఏ 

चूh कक ,  𝑥 + 1௫ = ߠ2ݐ݋ܿ 2 = ߠ 1 = 45° 

उदा: यदद  ࢙ࣂ࢔࢏ + ࣂ࢙࢕ࢉ = √૞ܖܑܛ (ૢ૙ −   का िान कीजिए ࣂ࢚࢕ࢉ िो (ࣂ
हल : sin(90 − θ) = cosθ sinθ = cosθ(√5 − 1) cosθsinθ = cotθ = 1(√5 − 1) 

पररिेयीकरण - गुणद और भदग √5 + ߠݐ݋ܿ   1 = 1(√5 − 1) × (√5 + 1) (√5 + 1 ) = √5 + 1 4  

0/360º 

90º 

180º 

270º 

1st चतुJदऩश  
    सभी  (+) 

2nd चतुJदऩश sinθ cosecθ   (+) 

3rd चतुJदऩश tanθ cotθ   (+) 

4th चतुJदऩश cosθ secθ   (+) 

101 

99 

20 
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उदा: यदद  ࢚ ࡭)࢔ࢇ + (࡮ = √૜ और  ࢚ ࡭)࢔ࢇ − (࡮ =૚√૜  ࡭, ࡮ < ૢ૙°,࡭ ≥   िो A का िान ^ाि कीजिए ࡮
हल: ܣ)݊ܽݐ + (ܤ = ܣ     3√ + ܤ = ܣ)݊ܽݐ 60° − (ܤ = ܣ 3√1 − ܤ = 30° 
सिीकरण को हल करने पर  ܣ = 45° 
उदा: ࣂ) ܖ܉ܜ − ૚૝࣊) का िान ^ाि कीजिए  
हल : पहले कोण को बदलनद है   tan(ߠ − (ߨ14 = −tan (14ߨ −   (ߠ
14π यह एक सि गुणि है और इसकद ॔चǛ बदल िदएगद। = (ߠ݊ܽݐ−)− =  ߠ݊ܽݐ
उदा: ǎंिक को हल कीजिए  ૚࢙࢞࢕ࢉ √ ࣊)࢙࢕ࢉ + ࢞) ࣊)࢔࢏࢙(࢞−) ࢙࢕ࢉ − ࢞) ૛࣊) ࢙࢕ࢉ + ࢞) =? 

हल : तनयिदफ  के अनुसदर फलन को ǳपदंतररत करने के बदद 1ܿݏ݋𝑥 ݏ݋ܿ√ 𝑥 ∙ ݊݅ݏ𝑥ݏ݋ܿ 𝑥 ∙ 𝑥݊݅ݏ = 𝑥݊݅ݏ1 =  𝑥ܿ݁ݏ݋ܿ

Type 4: ्ऴिकोणमिति की िलू 
सवणसमिकाएँ 

➢ sin2θ + cos2θ = 1 
➢ sec2θ = 1 + tan2θ 

✓ sec2θ − tan2θ = 1 
✓ (secθ − tanθ)(secθ + tanθ) = 1 

✓ secθ − tanθ = 1secθ+tanθ 

➢ cosec2θ = 1 + cot2θ 
✓ cosec2θ − cot2θ = 1 
✓ (cosecθ − cotθ)(cosecθ + cotθ) = 1 

✓ (cosecθ − cotθ) = 1(cosecθ+cotθ) 
उदा: यदद  ૟࢚࡭࢔ࢇ࢚)࡭࢔ࢇ + ૚) = ૞ −  ददया ,࡭ ࢔ࢇ࢚
गया है  ૙ < ࡭ < ૛࣊ िो  ࢚࡭࢔ࢇ का िान ^ाि कीजिए  
हल :  6ܣ2݊ܽݐ + ܣ݊ܽݐ7 − 5 = 0 

डिघदत सिीकरण को हल करने पर  6tan2A + 10tanA − 3tanA − 5 = 0 2tanA(3tanA + 5) − 1(3tanA + 5) = 0 (3tanA + 5)(2tanA − 1) = 0 tanA = −53 , 12 

ëयोकक ,   0 < ܣ < గ2, तो  ݊ܽݐ  कद िदन धनदõिक िदन ܣ
होगद  

उदा: ǎंिक का िान ^ाि कीजिए ૝ܖ܉ܜ૛ ૜૙∘ + ∘૛ ૝૞ܛܗ܋∘૛ ૜૙ܖܑܛ + ∘૛ ૝ૡ܋܍ܛ − ∘૞૜ ܖܑܛ∘૜ૠ ܛܗ܋∘૛ ૝૛ܜܗ܋ + ∘૞૜ ܛܗ܋∘૜ૠ ܖܑܛ + ∘ૠ૛ ܖ܉ܜ∘૚ૡ ܖ܉ܜ  

हल : ܿ2ݐ݋ 42∘ = °37ݏ݋ܿ 248݊ܽݐ =  °53݊݅ݏ

सवथसमिकद िफ  िदन रखने पर  

= 4 (13) + (14) (12) + 253݊݅ݏ1 + 253ݏ݋ܿ + 1 

= 43 + 18 + 12 = 5948 

उदा: यदद  ࣂࢉࢋ࢙࢕ࢉ + ࣂ ࢚࢕ࢉ =  ૛+૚ का िान࢖૛−૚࢖  िो ,࢖
^ाि कीजिए  
हल : सवथसमिकद से  (cosecθ − cotθ)(cosecθ + cotθ) = 1 (cosecθ − cotθ) = p (cosecθ + cotθ) = 1p 

दोनदफ  सिीकरणदफ  को िोäने के बदद  2ܿߠݐ݋ = ݌ − ݌1 = 2݌ − ݌1  

दोनदफ  सिीकरणदफ  को घटदने के बदद  2ܿܿ݁ݏ݋ = ݌ + ݌1 = 2݌ + ݌1  

नइथ सिीकरण को कवभदजित करके   2݌ − 2݌1 + 1 =  ߠݏ݋ܿ

Type 5: Sine और Cosine 
का िान अलग अलग कोणाऩ  पर  
िैसे-िैसे θ, 0° से 90° तक बåतद है, ߠ݊݅ݏ कद िदन बåतद 
िदतद है। 
िैसे-िैसे θ, 0° से 90° तक बåतद है, ܿߠݏ݋ कद िदन घटतद 
िदतद है। α और β – øयून कोण  
यदद  α > β, ߙ݊݅ݏ > ߙݏ݋ܿ & ߚ݊݅ݏ <  ߚݏ݋ܿ

यदद α < β, ߙ݊݅ݏ < ߙݏ݋ܿ & ߚ݊݅ݏ >  ߚݏ݋ܿ

उदा: ࡭ = °૝૞࢔࢏࢙ + , °૝૞࢙࢕ࢉ ࡮ = °૝૝࢔࢏࢙   ૝૝° िो  A और  B के बीच सýबøध बिाइए࢙࢕ࢉ+
हल : दोनदफ  सिीकरणदफ  कद वगथ करने पर    

सूि: sin2a = 2sina ∙ cosa 
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A2 = sin245 + cos245 + 2sin45 ∙ cos45 A2 = 1 + sin90 B2 = sin244 + cos244 + 2sin44 ∙ cos44 B2 = 1 + sin88 sin88 < sin90 A और  B के बीच सýबøध बतदइए → ܣ >  ܤ

Type 6: ्ऴिकोणमििीय फलनाऩ  
िऩ  िान रखना 
सावधातनयाँ—सिीकरण िफ  िदन रखते सिय, यह सुतनॗित 
करफ  कक सिीकरण 'अपररभदतषत' न हो िदए; उददहरण के 
जलए, इसकद पररणदि अनंत (infinity), 0/0 कद ǳप, यद 
कोइथ अøय अपररभदतषत ǳप नहফ आनद चदडहए। यह भी 
सुतनॗित करफ  कक दोनदफ  कवकÿप एक सिदन न हदफ । 135݊݅ݏ° = 135ݏ݋ܿ 2√1 = 135ݐ݋135ܿ݊ܽݐ 2√1−  = 1 

उदा: ǎंिक का िान ^ाि कीजिए  (૚ + ࡭࢚࢕ࢉ − ૚)(࡭ࢉࢋ࢙࢕ࢉ + ࡭࢔ࢇ࢚ + −(࡭ࢉࢋ࢙ ૜(࢙࢔࢏૛࢙࢕ࢉ+࡭૛࡭) 

हल :  A = 45˚ रखने पर  = (1 + 1 − √2)(1 + 1 + √2) − 3 = −1 

उदा: ǎंिक का िान ^ाि कीजिए  ࡭࢚࢕ࢉ࡭࢚࢕ࢉ − ࡭૜࢚࢕ࢉ + ࡭࢔ࢇ࢚࡭࢔ࢇ࢚ − ࡭૜࢔ࢇ࢚ =? 

हल : A = 45˚ रखने पर ܿ45ݐ݋ܿ°45ݐ݋° − °135ݐ݋ܿ + 45݊ܽݐ°45݊ܽݐ − = °145݊ܽݐ 11 − (−1) + 11 − (−1) = 1 

उदा: ǎंिक का िान ^ाि कीजिए 

 ૜(࢙࢔࢏૝࢞ + (૝࢙࢞࢕ࢉ + ૛(࢙࢔࢏૟࢞ + (૟࢙࢞࢕ࢉ +૚૛࢙࢔࢏૛࢞ ∙  ૛࢙࢞࢕ࢉ
हल :    𝑥 =  0° रखने पर = 3(0 + 1) + 2(0 + 1) + 0 = 5 

Type 7: Special case 1- इन 
सवणसमिकाओऩ पर ओधाररि ĸǑ 

ܣܿ݁ݏ ➢ + ܣ݊ܽݐ = √1+௦௜௡஺1−௦௜௡஺ 

ܣܿ݁ݏ ➢ − ܣ݊ܽݐ = √1−௦௜௡஺1+௦௜௡஺ 

ܣܿ݁ݏ݋ܿ ➢ + ܣݐ݋ܿ = √1+௖௢௦஺1−௖௢௦஺ 

ܣܿ݁ݏ݋ܿ ➢ − ܣݐ݋ܿ = √1−௖௢௦஺1+௖௢௦஺ 

उदा: ǎंिक का िान ^ाि कीजिए  

࡭ࢉࢋ࢙࢕ࢉ√ + ૚࡭ࢉࢋ࢙࢕ࢉ − ૚ + ࡭ࢉࢋ࢙࢕ࢉ√ − ૚࡭ࢉࢋ࢙࢕ࢉ + ૚ 

हल: ܿܣܿ݁ݏ݋ को ܣ݊݅ݏ के पददफ  िफ  ǎëत करनद 

= √1 + sinA1 − sinA + √1 − sinA1 + sinA = secA + tanA + secA − tanA = 2secA 

Type 8: Special case 2 इन 
सवणसमिकाओऩ पर ओधाररि ĸǑ secA + tanA = sinA − cosA + 1sinA + cosA − 1 = 1 + sinAcosA  secA − tanA = sinA + cosA − 1sinA − cosA + 1 = cosA1 + sinA cosecA + cotA = cosA − sinA + 1cosA + sinA − 1 cosecA − cotA = cosA + sinA − 1cosA − sinA + 1 

उदा: ǎंिक का िान ^ाि कीजिए  ࢙࡭࢔࢏ + ࡭࢙࢕ࢉ − ૚࢙࡭࢔࢏ − ࡭࢙࢕ࢉ + ૚ × ࡭૛ࢉࢋ࢙࢕ࢉ)࡭૛࢔ࢇ࢚ − ૚)࢙࡭ࢉࢋ − ࡭࢔ࢇ࢚ =? 

हल : कवजभǊ सवथसमिकदओ से  = ܣܿ݁ݏ) − (ܣ݊ܽݐ × ܣ2݊ܽݐ ∙ ܣܿ݁ݏ)ܣ2ݐ݋ܿ − (ܣ݊ܽݐ = 1 

Type 9: यदद  ࢻ + ࢼ = ૢ૙ िो  tanα ∙ tanβ = 1  tanα = cotβ  sinα ∙ secβ = 1  sinα = cosβ  cosα ∙ cosecβ = 1  cosα = sinβ sin2α + sin2β = 1 cos2α + cos2β = 1 

उदा: यदद  ࢙࢔࢏(࢞ + ࢟) ∙ ࢞)ࢉࢋ࢙ − ࢟) = ૚ िो  ࢚࢔ࢇ૛࢞ + ૛࢞࢔࢏࢙ +   ૛࢞  का िान ^ाि कीजिएࢉࢋ࢙
हल : 𝑥 + ݕ + 𝑥 − ݕ = 90° 𝑥 = 45° x कद िदन रखने पर tan2x + sin2x + sec2x = 1 + 12 + 2 = 72 
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Type 10: ŀेणी पर ओधाररि ĸǑ  
उदा:ŀेणी का िान ^ाि कीजिए     ܖ܉ܜ૚° ∙ °૛ܖ܉ܜ ∙ °૜ܖ܉ܜ … … … … … … °ૡૢܖ܉ܜ =? 
हल: 1˚+89˚ = 90˚  1݊ܽݐ° ∙ °89݊ܽݐ = 1 
एक-ǰसरे को रƿ करने के बदद   1݊ܽݐ° ∙ °2݊ܽݐ ∙ °3݊ܽݐ … … … … … … °89݊ܽݐ = 1 

उदा: ŀेणी का िान ^ाि कीजिए    ࢙࢕ࢉ૛૚∘ ∘૛૛࢙࢕ࢉ+ + ∘૛૜࢙࢕ࢉ + ⋯ .  ∘૛ૢ૙࢙࢕ࢉ+
हल : 1˚+89˚ = 90˚  ܿ21ݏ݋∘ + ∘289ݏ݋ܿ = 1(88 पद 44 बन िदते हव।) 88 terms + 452ݏ݋ܿ + 290ݏ݋ܿ = 882 + 1 + 0 = 44 12 

Type 11: फलनो का वगण करना और उøहऩ  
िोäना 
यदद  ܽ ߠ݊݅ݏ + ߠݏ݋ܿ ܾ = 𝑥    और    ܾ ߠ݊݅ݏ − ߠݏ݋ܿ ܽ = तब ܽ2  ݕ + ܾ2 = 𝑥2 +  2ݕ
1. यदद   ܽ ߠܿ݁ݏ ± ߠ݊ܽݐ ܾ = 𝑥  और   ܾ ߠܿ݁ݏ ߠ݊ܽݐ ܽ± = तब  ܽ2  ݕ − ܾ2 = 𝑥2 −  2ݕ
2. यदद  ܽ ߠܿ݁ݏ݋ܿ  ± ߠݐ݋ܿ ܾ = 𝑥  और ܾ ܿߠܿ݁ݏ݋ ߠݐ݋ܿ ܽ± = तब ܽ2 ݕ − ܾ2 = 𝑥2 −  2ݕ

(ĸǑ को हल करने से पहले, यह सतुनणिि करऩ  कक 
्ऴिकोणमििीय फलनाऩ  के गणुांक िानक ǳप िऩ हाऩ) 

उदा: यदद   ૜࢙࡭࢔࢏ + ૞࡭࢙࢕ࢉ = ૝ और  ૞࢙࡭࢔࢏ −૜࡭࢙࢕ࢉ =? 
हल : िदनद   5ܣ݊݅ݏ − ܣݏ݋3ܿ = 𝑥 

concept कद ĸयोग करने पर  52 + 32 = 42 + 𝑥2 𝑥 = ±√18 = ±3√2 

उदा: यदद  ࢇ ܜܗ܋ ࣂ + ࣂ܋܍ܛܗ܋ ࢈ = ࢈  और ࢖ ܜܗ܋ ࣂ + ࣂ܋܍ܛܗ܋ࢇ = ૛࢖  िो ࢗ −  ૛ का िान ^ािࢗ
कीजिए  . 
हल: इस ĸǑ िफ , ǎंिक िदनक ǳप िफ  नहফ है। इस ĸǑ िफ , 
cosec कद गुणदंक ‘b’ है, इसजलए हिफ  ǎंिक को िदनक 
ǳप िफ  पुनः जलखनद होगद। 

ܾ cosecߠ + ܽ cot ߠ = ܾ ݌ cot ߠ + ܽ cosecߠ =  ݍ

तो, इस अवधदरणद कद उपयोग करने के बदद 2݌ − 2ݍ = ܾ2 − ܽ2 

Type 12: बीिगणणिीय 
सवणसमिकाओऩ पर ओधाररि 
्ऴिकोणमिति का ĸǑ sin4A + cos4A = 1 − 2sin2A ∙ cos2A sin6A + cos6A = 1 − 3sin2A ∙ cos2A sin3A − cos3A= (sinA − cosA)(sin2A + cos2A+ sinA ∙ cosA) 

उदा: x का िान ëया है यदद  (૚ + ࢚࢕ࢉ ࡭ + ࢔ࢇ࢚ ࢔࢏࢙)(࡭ −࡭ ࢙࢕ࢉ (࡭ ( ࢔࢏࢙ ࢙࢕ࢉ࡭ ૜࢔࢏࢙࡭ ࡭  − ૜࢙࢕ࢉ =(࡭  ࢞ 

हल: सूि कद ĸयोग करने पर  = ܣ݊݅ݏ ܣݏ݋ܿ) + ܣ2݊݅ݏ + ×ܣ݊݅ݏ ܣݏ݋ܿ(ܣ2ݏ݋ܿ ݊݅ݏ) ܣ − ݏ݋ܿ ×(ܣ ݊݅ݏ ݏ݋ܿ ܣ ܣ݊݅ݏ)ܣ − ܣ2݊݅ݏ)(ܣݏ݋ܿ + ܣ2ݏ݋ܿ + ܣ݊݅ݏ ∙  (ܣݏ݋ܿ

ǎंिक को हल करने पर  x = 1 

उदा: यदद  ࣂࢉࢋ࢙࢕ࢉ + ࣂ૛ࢉࢋ࢙࢕ࢉ = ૚, िो  (࢚࢕ࢉ૚૛ࣂ − ૜࢚࢕ࢉ૚૙ࣂ + ૜࢚࢕ࢉૡࣂ − (ࣂ૟࢚࢕ࢉ =? 

हल : ܿߠ2ܿ݁ݏ݋ − 1 = ߠܿ݁ݏ݋ܿ− = ߠ12ݐ݋ܿ) ߠ2ݐ݋ܿ − ߠ10ݐ݋3ܿ + ߠ8ݐ݋3ܿ − =(ߠ6ݐ݋ܿ 4𝑥ݐ݋ܿ) −  2𝑥)3ݐ݋ܿ

ǎंिक िफ  िदन रखने पर  (ܿ4ݐ݋𝑥 − 2𝑥)3ݐ݋ܿ = 2𝑥ܿ݁ݏ݋ܿ) + =𝑥)3ܿ݁ݏ݋ܿ 13 = 1 

Type 13: दोहरे कोण के सिू 

ܣ2݊݅ݏ ➢ = ܣݏ݋ܿ ܣ݊݅ݏ 2 = 2௧௔௡஺1+௧௔௡2஺ 

ܣ2ݏ݋ܿ ➢ = ܣ2ݏ݋2ܿ − 1 = 1 ܣ2݊݅ݏ2− = 1−௧௔௡2஺1+௧௔௡2஺ 

ܣ2ݏ݋ܿ ➢ = ܣ4ݏ݋ܿ − ܣ4݊݅ݏ = ܣ2ݏ݋ܿ −   ܣ2݊݅ݏ
ܣ2݊ܽݐ ➢ = 2௧௔௡஺1−௧௔௡2஺ 

ܣ2ݐ݋ܿ ➢ = ௖௢௧2஺−12௖௢௧஺  
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उदा: तनýनजलखखि का िान ^ाि कीजिए। 

√૛ + √૛ + √૛ + ૛࢙࢕ࢉૡ࡭)  
हल: वगथिूल  के अंदर 2 को उभयतनǗ लेने पर  

= √2 + √2 + √2(1 +  (ܣ8ݏ݋ܿ

= √2 + √2 + √2 ×  (ܣ24ݏ݋2ܿ

‘2 को दो बदर उभयतनǕ लेने पर  = √2 + √2 × = ܣ22ݏ݋ܿ √2(1 + (ܣ2ݏ݋ܿ = √2 × ܣ2ݏ݋2ܿ =  ܣݏ݋2ܿ

Type 14: ्ऴिक कोण सिू ܣ3݊݅ݏ = ܣ݊݅ݏ3 − ܣ3ݏ݋ܿ ܣ3݊݅ݏ4 = ܣ3ݏ݋4ܿ − ܣ3݊ܽݐ ܣݏ݋3ܿ = ܣ݊ܽݐ3 − 1ܣ3݊ܽݐ − ܣ2݊ܽݐ3  

उदा: तनýनजलखखि का िान ^ाि कीजिए। ࢙࢔࢏૚૙∘ − ૝૜ ∘૜૚૙࢔࢏࢙ =? 

हल:  10݊݅ݏ∘ − 43 ∘310݊݅ݏ = 3௦௜௡10°−4௦௜௡310°3  = 303݊݅ݏ = 13 × 12 = 16 

Type 15: िलू सिू और योग-गणुनफल 
सिू 

िलू सिू  
ܣ)݊݅ݏ ➢ + (ܤ = ܤݏ݋ܿ ܣ݊݅ݏ +  ܤ݊݅ݏ ܣݏ݋ܿ
ܣ)݊݅ݏ ➢ − (ܤ = ܤݏ݋ܿ ܣ݊݅ݏ −  ܤ݊݅ݏ ܣݏ݋ܿ
ܣ)ݏ݋ܿ ➢ + (ܤ = ܤݏ݋ܿ ܣݏ݋ܿ −  ܤ݊݅ݏ ܣ݊݅ݏ
ܣ)ݏ݋ܿ ➢ − (ܤ = ܤݏ݋ܿ ܣݏ݋ܿ +  ܤ݊݅ݏ ܣ݊݅ݏ

ܣ)݊ܽݐ ➢ + (ܤ = ௧௔௡஺+௧௔௡஻1−௧௔௡஺ ௧௔௡஻ 

ܣ)݊ܽݐ ➢ − (ܤ = ௧௔௡஺−௧௔௡஻1+௧௔௡஺ ௧௔௡஻ 

ܣ)ݐ݋ܿ ➢ + (ܤ = ௖௢௧஺ ௖௢௧஻−1௖௢௧஻+௖௢௧஺  

ܣ)ݐ݋ܿ ➢ − (ܤ = ௖௢௧஺ ௖௢௧஻+1௖௢௧஻−௖௢௧஺  

ܣ2݊݅ݏ ➢ − ܤ2݊݅ݏ = ܣ)݊݅ݏ + (ܤ ⋅ ܣ)݊݅ݏ −  (ܤ
ܣ2ݏ݋ܿ ➢ − ܤ2݊݅ݏ = ܣ)ݏ݋ܿ + (ܤ ⋅ ܣ)ݏ݋ܿ −  (ܤ

गणुनफल से योग के सिू  
ܤݏ݋ܿ ܣ݊݅ݏ2 ➢ = ܣ)݊݅ݏ + (ܤ + ܣ)݊݅ݏ −  (ܤ
ܤ݊݅ݏ ܣݏ݋ܿ 2 ➢ = ܣ)݊݅ݏ + (ܤ − ܣ)݊݅ݏ −  (ܤ
ܤݏ݋ܿ ܣݏ݋2ܿ ➢ = ܣ)ݏ݋ܿ + (ܤ + ܣ)ݏ݋ܿ −  (ܤ
ܤ݊݅ݏ ܣ݊݅ݏ2 ➢ = ܣ)ݏ݋ܿ + (ܤ − ܣ)ݏ݋ܿ −  (ܤ

योग से गणुनफल सिू   
ܥ݊݅ݏ ➢ + ܦ݊݅ݏ = ݊݅ݏ2 (஼+஽2 ) ݏ݋ܿ (஼−஽2 ) 

ܥ݊݅ݏ ➢ − ܦ݊݅ݏ = ݏ݋2ܿ (஼+஽2 ) ݊݅ݏ (஼−஽2 ) 

ܥݏ݋ܿ ➢ + ܦݏ݋ܿ = ݏ݋2ܿ (஼+஽2 ) ݏ݋ܿ (஼−஽2 ) 

ܥݏ݋ܿ ➢ − ܦݏ݋ܿ = ݊݅ݏ2− (஼+஽2 ) ݊݅ݏ (஼−஽2 ) 

 उदा: तनýनजलखखि का िान ^ाि कीजिए। [(࢙࢔࢏૞ૢ∘࢙࢕ࢉ૜૚∘ + ∘૛૞࢙࢕ࢉ∘૛૙࢙࢕ࢉ)(∘૜૚࢔࢏࢙∘૞ૢ࢙࢕ࢉ −  [(∘૛૞࢔࢏࢙∘૛૙࢔࢏࢙
हल: (31ݏ݋ܿ∘59݊݅ݏ∘ + ∘25ݏ݋ܿ∘20ݏ݋ܿ)(∘31݊݅ݏ∘59ݏ݋ܿ − = (∘25݊݅ݏ∘20݊݅ݏ 59)݊݅ݏ + 31)cos (20 + 25) = 45ݏ݋90ܿ݊݅ݏ = 11 √2⁄ = √2 

उदा: तनýनजलखखि का िान ^ाि कीजिए। (࢙࢞࢔࢏ + ࢞࢔࢏࢙)(࢟࢔࢏࢙ − ࢙࢞࢕ࢉ)(࢟࢔࢏࢙ + ࢙࢟࢕ࢉ)(࢙࢟࢕ࢉ −  (࢙࢞࢕ࢉ

हल: 

= ݊݅ݏ2 (𝑥 + 2ݕ ) ݏ݋ܿ (𝑥 − 2ݕ ) × ݏ݋2ܿ (𝑥 + 2ݕ ) ݊݅ݏ (𝑥 − 2ݕ ݏ݋2ܿ( (𝑥 + 2ݕ ) ݏ݋ܿ (𝑥 − 2ݕ ) × ݊݅ݏ(2−) (𝑥 + 2ݕ ) ݊݅ݏ (𝑥 − 2ݕ ) = −1 

Type 16: Advanced 
trigonometry identity -1 

ܣ ➢ + ܤ = 45° यद  225° (1 + 1)(ܣ݊ܽݐ + (ܤ݊ܽݐ = 2 (1 − 1)(ܣݐ݋ܿ − (ܤݐ݋ܿ = 2 
ܣ ➢ + ܤ = 135° (1 − 1)(ܣ݊ܽݐ − (ܤ݊ܽݐ = 2 (1 + 1)(ܣݐ݋ܿ + (ܤݐ݋ܿ = 2 
ܣ ➢ + ܤ = ܣ݊ܽݐ 180°/0° + ܤ݊ܽݐ + ܿ݊ܽݐ = ܤݐ݋ܿ ܣݐ݋ܿ ܿ݊ܽݐ ܤ݊ܽݐ ܣ݊ܽݐ + ܿݐ݋ܿ ܤݐ݋ܿ + ܣݐ݋ܿ ܿݐ݋ܿ = 1 
ܣ ➢ + ܤ = 90°/270° cotA cotB cotC = cotA + cotB + cotC tanA tanB + tanB tanc + tanc tanA = 1 

उदा: तनýनजलखखि का िान ^ाि कीजिए। [૚ + ૛૛) ࢔ࢇ࢚ ૚૛∘ + ࢞ − ࢟)] [૚ + ૛૛) ࢔ࢇ࢚ ૚૛∘ +࢟ − ࢞)]. 
Sol: 22 12∘ + 𝑥 − ݕ + 22 12∘ + ݕ − 𝑥 = 45  [1 + tan (22 12∘ + 𝑥 − [(ݕ [1 + tan (22 12∘ + ݕ − 𝑥)] = 0 
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उदा: यदद  ࢞ + ࢟ + ࢠ = ૚ૡ૙°, ࢚࢞࢔ࢇ ∙ ࢠ࢔ࢇ࢚ = ૠ ࢚࢟࢔ࢇ ∙ ࢠ࢔ࢇ࢚ = ૡ िो  ࢚࢔ࢇ૛ࢠ =? 

हल: 𝑥 + ݕ + ݖ = 180°  so, ݊ܽݐ𝑥 + ݕ݊ܽݐ + ݖ݊ܽݐ = से गुणद करने पर    tanx tanz ݖ݊ܽݐ ݖ݊ܽݐ ݕ݊ܽݐ 𝑥݊ܽݐ + tany tanz + tan2z= tanx tany tanz ∙ tanz 
िदन रखने पर   7 + 8 + ݖ2݊ܽݐ = 7 × ݖ2݊ܽݐ 8 = 41 

Type 17 Advanced 
trigonometry identity – 2 sinθ ⋅ sin(60∘ − θ) ∙ sin(60∘ + θ) = 14 sin3θ cosθ ⋅ cos(60∘ − θ) ∙ cos(60∘ + θ) = 14 cos3θ tanθ ⋅ tan(60∘ − θ) ∙ tan(60∘ + θ) = tan3θ cotθ ⋅ cot(60∘ − θ) ∙ cot(60∘ + θ) = cot3θ 

उदा:  ࢚࢔ࢇ૛૙° ∙ °૝૙࢔ࢇ࢚ ∙  ૡ૙° का िान ^ाि࢔ࢇ࢚
कीजिए  
हल: यह ĸǑ एक सवथसमिकद के ǳप िफ  है। ߠ = 20°  tan20° ∙ tan40° ∙ tan80° = tan60° tan60° = √3 

कुछ िहõवपणूण पररणाि जिनका ĸǑ िऩ  सीधे 
िौर पर उपयोग ककया गया है। 2݊ܽݐ𝑥 − 2𝑥݊݅ݏ = 2𝑥݊ܽݐ ∙ 2𝑥ݐ݋ܿ 2𝑥݊݅ݏ − 2𝑥ݏ݋ܿ = 2𝑥ݐ݋ܿ ∙ 2𝑥ܿ݁ݏ 2𝑥ݏ݋ܿ + 2𝑥ܿ݁ݏ݋ܿ = 2𝑥ܿ݁ݏ ∙ 𝑥݊ܽݐ 2𝑥ܿ݁ݏ݋ܿ + 𝑥ݐ݋ܿ = 𝑥ܿ݁ݏ ∙ 𝑥 (1ܿ݁ݏ݋ܿ + 𝑥ܿ݁ݏ + 𝑥)(1݊ܽݐ − 𝑥ܿ݁ݏ݋ܿ + (𝑥ݐ݋ܿ = 2 (1 + 𝑥ݐ݋ܿ − 𝑥)(1ܿ݁ݏ + 𝑥݊ܽݐ + (𝑥ܿ݁ݏ݋ܿ = 45)݊ܽݐ 2 + 𝑥) = 1 + 𝑥1݊ܽݐ − 45)݊ܽݐ 𝑥݊ܽݐ − 𝑥) = 1 − 𝑥1݊ܽݐ +  𝑥݊ܽݐ

्ऴिकोणमििीय फलनाऩ  के 
अमधकिि और øयनूिि िान 

➢ अमधकिि िान: वह सबसे बäद िदन िो कोइथ 
॔िकोणमितीय फलन अपने ĸदंत िफ  ĸदùत कर सकतद है। 

➢ øयनूिि िान: वह सबसे छोटद िदन िो कोइथ 
॔िकोणमितीय फलन अपने ĸदंत िफ  ĸदùत कर सकतद है। 

फलन के अमधकिि और øयनूिि िान 

फलन अमधकिि øयनूिि sinx  or cosx 1 -1 sin2x   or  cos2x 1 0 sin3x   or  cos3x 1 -1 tanx  or cotx ∞ -∞ tan2x   or  cot2x ∞ 0 tan3x   or  cot3x ∞ -∞ secx  or   cosecx ∞ -∞ sec2x  or  cosec2x ∞ 1 sec3x  or  cosec3x ∞ -∞ 

Note: ܿ݁ݏ𝑥 और ܿܿ݁ݏ݋𝑥 कद िदन -∞ से ∞ के बीच 
कुछ भी हो सकतद है, लेककन ܿ݁ݏ𝑥 और ܿܿ݁ݏ݋𝑥 कद िदन -
1 और 1 के बीच नहফ हो सकतद;  secx → (−∞, −1]  ∪  [1, ∞) cosecx → (−∞, −1]  ∪  [1, ∞) 
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उदा: ૚૙ +  का अमधकिि और øयनूिि िान ^ाि ࢞ ࢔࢏࢙
कीजिए। 
हल: ݊݅ݏ 𝑥 कद øयूनति िदन = -1 

और ݊݅ݏ 𝑥 कद अमधकति िदन = 1 

øयूनति िदन = 10-1 = 9 

अमधकति िदन = 10+1 = 11 

उदाहरण: ૚૚ +  का अमधकिि और øयनूिि िान ²࢞ࢉࢋ࢙
^ाि करऩ । 
हल: 
Method 1 

अमधकति िदन नहফ पूछद िदएगद और यह ∞ के बरदबर होगद। 
øयूनति िदन = 11 + 1 = 12 (नोट के अनुसदर) 

Method 2 

 𝑥 कद øयूनति िदन݊ܽݐ ²𝑥 और݊ܽݐ+²𝑥 = 11+1ܿ݁ݏ+11
= 0 

øयूनति िदन = 11 + 1 = 12

ǎंिक के अमधकिि और øयनूिि िान 

ǎंिक øयनूिि अमधकिि asinx ± bcosx −√a2 + b2 √a2 + b2 asin2x ± bcos2x øयूनति  [a, b] अमधकति  [a, b] asinnx + bcosecnx यदद  a ≥ b  øयूनति = 2√ab 

यदद a < b   øयूनति = a + b 

∞ ∞ acosnx + bsecnx यदद  a ≥ b  øयूनति = 2√ab 

यदद a < b  øयूनति = a + b 

∞ ∞ atannx + bcotnx 2√ab ∞ asec2x + bcosec2x (√a + √b)2
 ∞ sinnx ∙ cosnx       n → odd (− 12)n

 (12)n
 sinnx ∙ cosnx       n → सि  0 (12)n
 sin2mx + cos2nx  1 

उदा: ૡ࢙࢞࢔࢏ + ૚૞࢙࢞࢔࢏ का अमधकिि और øयनूिि 
िान ^ाि कीजिए। 
हल: तदजलकद से 

अमधकति िदन = √82 + 152 = 17 

øयूनति िदन = −√82 + 152 = −17 

उदा: ૚૜࢙࢞࢕ࢉ−૝࢙࢞࢔࢏+ૠ का अमधकिि िान ^ाि कीजिए  
हल: अमधकति िदन के जलए, संबंमधत फलन कद िदन øयूनति 
होनद चदडहए, ëयदफ कक ये ǎंिक एक-ǰसरे के ǎुõरि हव। 
अमधकति िदन = 1−√32 + 42 + 7 = 12 
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्ቚतिलोम वृƻीय फलन :  
कोण 𝜃 को ݔ के ǳप मॄ ǎëत करने वाला ǎंजक sin−1⁡  ĸततलोम वृƻीय फलन (Inverse circular function) ݔ
कहलाता है। इसी ĸकार कोण 𝜃 को, एक संìया ݔ के ǳप मॄ ǎëत करने वाले अøय ĸततलोम वृƻीय फलन है: cos−1⁡ ,ݔ tan−1⁡ ,ݔ cos−1⁡ ⁡तथा cot−1 ݔ  ݔ
नोट : 
1. sin−1⁡ ,ݔ cos−1⁡  फलनाॄ मॄ -1 घात नहৄ है, इसे केवल ĸततलोम फलन के संकेत के ǳप मॄ ĸयोग ककया गया है ݔ

ëयाॄकक (sin⁡ 1−(ݔ = 1sin⁡ ݔ  अतः sin−1⁡ ݔ ≠ (sin⁡  1−(ݔ

2. sin−1⁡ ⁡एक कोण को ǎëत करता है। जबकक sin ݔ 𝜃 एक संìया को, जहाh  𝜃 एक कोण है। 
वृƻीय फलन ्ቚतिलोम वृिीय फलन 

फलन ्ቚरgि परिसि फलन ्ቚरgि परिसि sin⁡ ݔ ݔ ∈ ܴ 
या … [− 3గ2 , − గ2] , [− గ2 , గ2], [2ߨ , 2ߨ3 ]… 

∋ݕ [−1,1] sin−1⁡ =ݔ ݔ 2ߨ3−]… [1,1−] , 2ߨ− ; 2ߨ−] [ , [2ߨ 2ߨ] ; , 2ߨ3 ] , … cos⁡ ݔ ݔ ∈ ܴ 
या … ,ߨ−] 0], [0, ,[ߨ ,ߨ] …[ߨ2

∋ݕ [−1,1] cos−1⁡ ∋ݔ ݔ [−1,1] . . . ,ߨ−] 0]; [0, ,ߨ] ;[ߨ ,[ߨ2 … tan⁡ ∋ݔ ݔ ܴ − (2݊ + 2ߨ(1 , ∀݊∈ ܼ 
या …(− 3గ2 , − గ2) , (− గ2 , గ2), (గ2 , 3గ2 )… 

टिùपणी: −32/ߨ, ,2/ߨ−  इড়यादि पर 2/ߨ2,3/ߨ
फलन पररभातित नहৄ है। 

ݕ ∈ ܴ tan−1⁡ ݔ ݔ ∈ ܴ ⁡… 2ߨ3−) 2ߨ−)(2ߨ−, , (2ߨ ; 2ߨ) , 2ߨ3 ) ,… 

टिùपणी: …−3గ2 , − గ2 , గ2 , 3గ2 , … 

इড়यादि पर फलन पररभातित 
नही है। 

 

CHAPTER

 

ढ़िकोणममिीय फलन 3

ToppersNotes / 9828-286-909 16



        

 
 

cot⁡ ݔ ݔ ∈ ܴ − ݊∀⁡ߨ݊ ∈ ܼ 

या …(−ߨ, 0), (0, ,(ߨ ,ߨ) …(ߨ2
टिùपणी: −ߨ, 0, ,ߨ  ߨ2
इড়यादि पर फलन पररभातित 
नहৄ है। 

ݕ ∈ ܴ cot−1⁡ ݔ ݔ ∈ ,ߨ -)... ܴ 0 ); (0, ,ߨ) ;(ߨ ,(ߨ2 … 

टिùपणी: ... −ߨ, 0, ,ߨ  …ߨ2

इড়यादि पर फलन पररभातित 
नही है। sec⁡ ∋ݔ ݔ ܴ − (2݊ + 2ߨ(1 ⁡∀݊∈ ܼ 

या ⁡… ,ߨ−] 0] − ,0],{2/ߨ−} [ߨ − ,{2/ߨ}  

∋ݕ (−∞,−1]∪ [1,∞) 
अथाात् -1 व 
1 के म÷य 

पररसर 
उपॴथथत नहৄ 
है 

sec−1⁡ ∋ݔ ݔ (−∞,−1]∪ [1,∞) … ,ߨ−] 0] − ,0] ;{2/ߨ−} [ߨ − ,ߨ] ,{2/ߨ} [ߨ2 − ,{2/ߨ3} … 

टिùपणी: …− ,2/ߨ  …,2/ߨ2,3/ߨ

इড়यादि पर फलन पररभातित 
नही है। 

cosecݔ ݔ ∈ ܴ − ݊∀⁡ߨ݊ ∈ ܼ … [2/ߨ−,2/ߨ3−] ,2/ߨ−] ,{ߨ−}− [2/ߨ [2/ߨ2,3/ߨ] ,{0}− − ,{ߨ} … 

टिणणीः …− ,ߨ 0, ,ߨ … पर 
फलन 

पररभातित नहৄ है। 

∋ݕ (−∞,−1]∪ [1,∞) 
अथाात् -1 व 
1 के 

म÷य पररसर 
उपॴथथत नहৄ 
है। 

cosec−1ݔ ݔ∈ (−∞,−1]∪ [1,∞) 
⁡… [2/ߨ−,2/ߨ3−] − ,2/ߨ−];{ߨ−} [2/ߨ − [2/ߨ2,3/ߨ];{0} − ,{ߨ} …

टिùपणीः ...- ߨ, 0, ,ߨ … 

हড়यादि पर फलन पररभातित 
नहৄ है। 

ǎापक मान (General values): 
हम जानते हॎ  कक sin⁡ 𝜃 = sin⁡{݊ߨ + (−1)௡𝜃}, जहाh  ݊ ∈ ܼ पूणाूक संìयाओॄ का समुïचय है। 
अब यदि sin−1⁡ ݔ = 𝜃 हो, तो sin−1⁡ ݊ का ǎापक मान ݔ ߨ + (−1)௡sin−1⁡ ⁡होता है तथा इसे sin−1 ݔ  से तनǳकपत ݔ
ककया जाता है। अतः Sin−1ݔ = ߨ݊ + (−1)௡sin−1⁡ ,ݔ ݊ ∈ ܼ 

इसी ĸकार Cos−1ݔ = ߨ2݊ ± cos−1⁡ ,ݔ ݊ ∈ ܼTan−1ݔ = ߨ݊ + tan−1⁡  इড়यादि ݔ
 

जहाh  Cos−1ݔ, Tan−1ݔ से हमारा ताõपया cos−1⁡ ,ݔ tan−1⁡ ,ݔके ǎापक मान से है। इसी ĸकार Sec−1 ݔ Cosec−1ݔ, Cot−1ݔ से हमारा ताõपया sec−1⁡ ,ݔ cosec−1ݔ, cot−1⁡   के ǎापक मान से होगा। ݔ
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मìुय मान (Principal value): 
ĸततलोम वृƻीय फलन (Inverse circular function) का मुìय मान 𝜃 का वह छोिे से छोिा धनाõमक या ऋणाõमक 
मान है जो समीकरण sin⁡ 𝜃 = ,ݔ cos⁡ 𝜃 = ⁡इড়यादि को सøतुǕ करता है। उिाहरणाथा sin−1 ݔ 12 =30∘, sin−1⁡ (− 1√2) मुìय मान को हम संकेतन मॄ छोिे अ\र sin−1⁡ ,ݔ cos−1⁡ ,ݔ tan−1⁡  इড়यादि से ǎëत करते हॎ। ݔ
ĸततलोम वृƻीय फलनाॄ के मुìय मानाॄ के अøतराल तनýन है : 
फलन मुìय मान ĸाøत ݕ = sin−1⁡ 2ߨ− ݔ ≤ ݕ ≤ 1− 2ߨ ≤ ݔ ≤ ݕ 1 = cos−1⁡ 0 ݔ ≤ ݕ ≤ 1− ߨ ≤ ݔ ≤ ݕ 1 = tan−1⁡ 2ߨ− ݔ < ݕ < ∞− 2ߨ < ݔ < ݕ ∞ = sec−1⁡ 0 ݔ < ݕ ≤ ,ߨ ݕ ≠ ∞−) 2ߨ < ݔ ≤ −1) ∪ (1 ≤ ݔ < ݕ (∞ = cosec⁡−12ߨ− ݔ ≤ ݕ ≤ 2ߨ , ݕ ≠ 0 (−∞ < ݔ ≤ −1) ∪ (1 ≤ ݔ < ݕ (∞ = cot−1⁡ 0 ݔ < ݕ < ∞− ߨ < ݔ < ∞ 

नोट : 
(i) यदि ݔ > 0 है तब सभी ĸततलोम वृƻीय फलनाॄ के मìुय मान ĸथम चतुथाूश [0,  मॄ ॴथथत है। [2/ߨ
(ii) यदि ݔ < 0 है तब sin−1⁡ ,ݔ tan−1⁡  मॄ ॴथथत है, जब [2,0/ߨ−] के मुìय मान चतुथा चतुथाूश ݔतथा cosec⁡−1 ݔ
कक cot−1⁡ ,ݔ sec−1⁡ ,2/ߨ] के मुìय मान टितीय चतुथााश ݔ  मॄ ॴथथत होते हॎ। [ߨ
्ቚतिलोम वृƻीय फलनो के म÷य सgबgध :  ∴ sin−1 ݔ = cos−1 (√1 − (2ݔ = tan−1 ( 1√ݔ − (2ݔ = cot−1 (√1 − ݔ2ݔ ) = sec−1 ( 1√1 − = (2ݔ cosec⁡−1  ݔ1

्ቚतिलोम वृƻीय फलनरऴ  के गणुधमम :  
(i) ܖܑܛ)⁡ܖܑܛ⁡−૚⁡ ࢞) = ࢞,−૚ ≤ ࢞ ≤ ૚ एवं ܖܑܛ−૚⁡(ܖܑܛ⁡ (ࣂ = ,ࣂ − ૛࣊ ≤ ࣂ ≤ ૛࣊ cos⁡(cos−1⁡ (ݔ = ݔ cos−1⁡(cos⁡ 𝜃) = 𝜃tan⁡(tan−1⁡ (ݔ = ݔ tan−1⁡(tan⁡ 𝜃) = 𝜃cot⁡(cot−1⁡ (ݔ = ݔ cot−1⁡(cot⁡ 𝜃) = 𝜃sec⁡(sec−1⁡ (ݔ = ݔ sec−1⁡(sec⁡ 𝜃) = 𝜃cosec(cosec⁡−1ݔ) = ݔ cosec⁡−1(cosec𝜃) = 𝜃 

टिùपणी: sin−1⁡ (sin⁡ 2గ3 ) ≠ 2గ3  ëयाॄकक sin−1⁡ का मुìय मान 2గ3 ݔ  नहৄ है। sin−1⁡ (sin⁡ 3ߨ2 ) = sin−1⁡ [sin⁡ ߨ) − [(3ߨ = sin−1⁡ (sin⁡ (3ߨ =  3ߨ
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