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त्रिकोणमितीय फलन एवं सववसमिकाएँ 
परिचय (Introduction) 
शब्द "त्रिकोणमिति" दो शब्ददों  'त्रिकोण' िथद 'मिति' से मिलकर बनद है। 
त्रिकोण कद अथथ त्रिभुज िथद 'मिति' कद अथथ 'िदपन' होिद है। 
अिः त्रिकोणमिति कद अथथ त्रिभुज कद िदपन होिद है। 

कोण का िापन (Measurement of Angles) 
कोण का अर्व (Sense of an Angle) 
एक रेखद OA को लेने पर यदद रेखद OA कद अन्ि-बबन्  O के सदपेक्ष घूिकर स्थथति OB िों  आिी है, िो कोण ∠AOB उत्पन्न होिद 
है। बबन्  O स्थथर रहिद है िथद रेखद OA घूििी है, उसे कोण कद शीर्थ कहिे हैं। 
यदद घूणथन की ददशद वदिदविथ (Anti-clockwise) हो िो कोण धनदत्िक (Positive) कहलदिद है िथद यदद ददशद दक्षक्षणदविथ 
(Clockwise) हो िो कोण ऋणदत्िक कहलदिद है। 

सिकोण (Right Angle) 
जब दो रेखदएँ OA एवं OB बबन्  O पर इस प्रकदर मिलिी हैं  बक इनके द्वदरद बनद प्रत्येक कोण बरदबर हो, िो प्रत्येक कोण सिकोण 
कहलदिद है। 
अचि िाशि π (Constant π) 
वृत्त की पररमध िथद उसके व्यदस कद अनुपदि सदैव अचर रहिद है, जजसे π से व्यक्ि करिे हैं। 

𝝅 =
वतृ्त की परिधि

वतृ्त का व्यास
 

➢ π एक अपररिेय संख्यद है, जजसकद िदन लगभग 3.1415 होिद है। 
1

𝝅
 = 0.3183098862... 

कोण िापन की पद्धततयाँ (Systems of Measurement of an Angle) 
कोण िदपन की िुख्यिः िीन पद्धतियदँ हैं— 
1. षष्ांि या ब्रिटिि पद्धतत (Sexagesimal or English System) 

सिकोण = 90° (90 अंश) 
1° = 60′ (60 मिनट)  1′ = 60″ (60 सेकण्ड) 

2. सांिेशसिल पद्धतत (Centesimal System) 
इस पद्धति िों  कोण की इकदइथ गे्रड होिी है। 

 सिकोण = 100 गे्रड (=100g) 
1 गे्रड = 100 मिनट (=100′) 
1 मिनट = 100 सेकण्ड (=100″) 

CHAPTER 
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3. वृतीय पद्धतत (Circular System) 
इस पद्धति िों  कोण की इकदइथ रेडडयन होिी है। 

1 रेडडयन = 180
𝝅

°
  = 57°17′45″ 

1° = π/180  रेडडयन 

ब्रवशिष् ब्रिन्दु 
िदन लीजजए बकसी कोण θ िों  अंशदों  की संख्यद D, रेडडयनदों  की संख्यद R िथद गे्रडदों  की संख्यद G है, िब िीनदों  पद्धतियदों  के िध्य 
तनम्नजलखखि सम्बन्ध होिद है— 

𝐷

90
 =

𝐺

100
 =

2𝑅

𝝅
 

उदाहिण 1 
45°15′30″ को डडग्री िों  पररवर्ििि कीजजए। 
हल:  

1′ =
1°

60
 

30″ =
30°

3600
 

=
1°

120
  

अत: 45°15′30″ 

=  45 +
15

60
+

1

120
 

=  45 +
30

120
+

1

120
 

=  45 +
31

120
 

=
5400 +  31

120
 

=
5431°

120
 

उदाहिण 2 
5 सेिी त्रिज्यद वदले वृत्त के चदप की लम्बदइथ ज्ञदि कीजजए, जो केन्र पर 15° कद कोण अन्िररि करिद है। 
हल : 
वृिीय पद्धति िों , 

𝑠 =  𝑟𝜽 
जहाँ,          𝑟 =  5 सेमी 
θ = 15° 

=  15 ×
𝝅

180
  

=
𝝅

12
िेधियन 

अत: 
𝑠 =  𝑟𝜽 
=  5 ×

𝝅

12
 

=
5𝝅

12
 सेिी 
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त्रिकोणमितीय अनपुात (Trigonometrical Ratios) → 
मान लीजिए समकोण △OMP में  आधार OM = x, लम्ब PM = y तथा कणण OP = r हैं, तोY 

sin 𝜃 =
 लम्ब 
 कणथ =

𝑦

𝑟

cos 𝜃 =
 आधदर 
 कणथ =

𝑥

𝑟

tan 𝜃 =
 लम्ब 

 आधदर =
𝑦

𝑥

cosec𝜃 =
 कण 
 लम्ब =

𝑟

𝑦

sec 𝜃 =
 कण 

 आधदर =
𝑟

𝑥

cot 𝜃 =
 आधदर 
 लम्ब =

𝑥

𝑦

 

स्पष्ट है कक उपर्यणक्त राजिर्ााँ  केवल θ का फलन हैं। रे् राजिर्ााँ  कबन्द  P के चयनाव पर ननर्णर नहीं करती हैं। 
त्रिकोणममतीर् फलनाें  के प्रान्द र् एवं पररसर (Domain and Range of Trigonometrical Functions) → 
त्रिकोणमितीय 
फलन 

sin θ cos θ tan θ cot θ sec θ cosec θ 

प्रान्त्य 𝑅 𝑅 𝑅

− {(2𝑛 + 1),
𝜋
2

 𝑛 ∈ 𝑍} 
𝑅

− {𝑛, 𝜋 𝑛 ∈ 𝑍} 
𝑅 − {(2𝑛 + 1),

𝜋
2

 𝑛 ∈ 𝑍} 𝑅

− {𝑛, 𝜋 𝑛 ∈ 𝑍} 
परिसि [−, 11] [−, 11] 𝑅 𝑅 𝑅 − {−, 11} 𝑅 − {−, 11} 

त्रिकोणमितीय अनपुाताों  के िध्य सम्बन्तध (Relations between Trigonometrical Ratios) 
 

sin θ cos θ tan θ cot θ sec θ cosec θ 
sin θ 1 cos 𝜃

√1 − cos2𝜃
 tan 𝜃

√1 + tan2𝜃
 cot 𝜃

√1 + cot2𝜃
 √sec2𝜃 − 1

sec 𝜃
 

1

cosec 𝜃
 

cos θ √1 − sin2𝜃

sin 𝜃
 

1 1

√1 + tan2𝜃
 cot 𝜃

√1 + cot2𝜃
 1

sec 𝜃
 √cosec2𝜃 − 1

cosec 𝜃
 

tan θ sin 𝜃

√1 − sin2𝜃
 √1 − cos2𝜃

cos 𝜃
 

1 1

cot 𝜃
 √sec2𝜃 − 1 1

√cosec2𝜃 − 1
 

cot θ √1 − sin2𝜃

sin 𝜃
 

cos 𝜃

√1 − cos2𝜃
 1

tan 𝜃
 1 1

√sec2𝜃 − 1
 √cosec2𝜃 − 1 

sec θ 1

√1 − sin2𝜃
 1

cos 𝜃
 √1 + tan2𝜃 √1 + cot2𝜃

cot 𝜃
 

1 cosec 𝜃

√cosec2𝜃 − 1
 

cosec θ 1

sin 𝜃
 1

√1 − cos2𝜃
 √1 + tan2𝜃

tan 𝜃
 √1 + cot2𝜃 1

√sec2𝜃 − 1
 1 

कुछ ज्ञात कोणाों  के ललए त्रिकोणमितीय अनपुाताों  के िान (Trigonometrical Ratios for some 
known Angles):  
θ 0 π/6 π/4 π/3 π/2 π 3π/2 2π 
sin θ 0 1/2 1/√2 √3/2 1 0 −1 0 
cos θ 1 √3/2 1/√2 1/2 0 −1 0 1 
tan θ 0 1/√3 1 √3 ∞ 0 ∞ 0 

ToppersNotes / 9828-286-909 3



     

    

 
        

ववलिन्न त्रिकोणमितीय अनपुाताों  के ग्राफ (Graph of Different Trigonometrical Ratios): 
 
(i) 𝑦 = sin 𝜃 

आविथ = 2𝜋 िथद sin 𝜃 बवर्ि फलन है। 
 
 

(ii) 𝑦 = cos 𝜃 
आविथ = 2𝜋 िथद cos 𝜃 सि फलन है। 

  
 
(iii) 𝑦 = tan𝜃 

आविथ = 𝜋 िथद tan 𝜃 बवर्ि फलन है। 
 

(iv) 𝑦 = cosec𝜃 
आविथ = 2𝜋 िथद cosec𝜃 बवर्ि फलन है। 

ग्रदफ िों  प्रिुख बबन् : 
 
(v) 𝑦 = sec 𝜃 

आविथ = 2𝜋 िथद sec 𝜃 सि फलन है। 
 
 
(iv) 𝑦 = cot 𝜃 

आविथ = 𝜋 िथद cot 𝜃 बवर्ि फलन है। 
 
 
त्रिकोणमितीय अनपुाताों  के त्रिन्तह(Sign for Trigonometrical Ratios in Different 
Quadrants) :- 
त्रिकोणममतीर् अनयपाताें  के त्रचन्दह उस चतयर्ाणग पर ननर्णर करते हैं  जिसमें  कोण की सीमान्दत र्यिा स्स्थत होती है। 
प्रर्ि चतरु्ावग िें (In First Quadrant) :- चूँ बक प्रथि चिभुदथग िों  𝑥 > 0 िथद 𝑦 > 0 हैं  िथद 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 > 0 
अत: 

 ∴ sin 𝜃 =
𝑦

𝑟
> 0, cos 𝜃 =

𝑥

𝑟
> 0, tan 𝜃 =

𝑦

𝑥
> 0

cot 𝜃 =
𝑥

𝑦
> 0, sec 𝜃 =

𝑟

𝑥
> 0, cosec𝜃 =

𝑟

𝑦
> 0

 

अिः प्रथि चिभुदथग िों  सभी त्रिकोणमििीय अनुपदि धनदत्िक होिे हैं। 
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टितीय चतरु्ावग िें (In Second Quadrant):- चूँ बक डद्विीय चिभुदथग िों  𝑥 < 0 िथद 𝑦 > 0 हैं  िथद 
 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 > 0 
अतः, 

 ∴ sin 𝜃 =
𝑦

𝑟
> 0, cos 𝜃 =

𝑥

𝑟
< 0, tan 𝜃 =

𝑦

𝑥
< 0

cot 𝜃 =
𝑥

𝑦
< 0, sec 𝜃 =

𝑟

𝑥
< 0, cosec𝜃 =

𝑟

𝑦
> 0

 

अतः द्वितीर् चतयर्ाणग में  sin और cosec फलन धनात्मक होते हैं  तथा अन्दर् त्रिकोणममतीर् फलन ऋणात्मक होते हैं। 

तृतीय ितिुावग िों  (In Third Quadrant) :- चूँ बक ििृीय चिभुदथग िों  𝑥 < 0, िथद 𝑦 < 0 हैं  िथद 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 > 0 
अि: 

 ∴ sin 𝜃 =
𝑦

𝑟
< 0, cos 𝜃 =

𝑥

𝑟
< 0, tan 𝜃 =

𝑦

𝑥
> 0

cot 𝜃 =
𝑥

𝑦
> 0, sec 𝜃 =

𝑟

𝑥
< 0, cosec𝜃 =

𝑟

𝑦
< 0

 

अिः िृिीय चिभुदथग िों  tan और cot धनदत्िक होिे हैं  और अन्य त्रिकोणमििीय फलन ऋणदत्िक होिे हैं। 

चतरु्व चतरु्ावग िें (In Fourth Quadrant) :- चूँ बक चिुथथ चिुभदथग िों  𝑥 > 0 िथद 𝑦 < 0 हैं  िथद 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 > 0 
अिः 

 ∴ sin 𝜃 =
𝑦

𝑟
< 0, cos 𝜃 =

𝑥

𝑟
> 0, tan 𝜃 =

𝑦

𝑥
< 0

cot 𝜃 =
𝑥

𝑦
< 0, sec 𝜃 =

𝑟

𝑥
> 0, cosec𝜃 =

𝑟

𝑦
< 0

 

अिः चिथुथ चिभुदथग िों  cos और sec धनदत्िक होिे हैं  और अन्य त्रिकोणमििीय फलन ऋणदत्िक होिे हैं। 

ववलिष्ट वबन्तु 

 
बवजभन्न चिथुदांश िों  त्रिकोणमििीय अनुपदिदों  के त्रचन्ह यदद रखने कद एक स्मरक्षणक "All Students To Coffee Point" है। 
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उदाहिण :- यदद sec 𝜃 − √2 और 3𝜋
2
< 𝜃 < 2𝜋 है, िो 1+tan𝜃+cosec𝜃

1+cot𝜃−cosec𝜃
 कद िदन ज्ञदि कीजजए। 

हल :- ददयद है, sec 𝜃 − √2 

⇒ cos 𝜃 =
1

√2

⇒ sin 𝜃 = ±√1 − cos2 𝜃 = ±√1 −
1

2
= ±

1

√2

 

लेबकन चिथुथ चिभुदथग िों  स्थथि है जजसिों  sin 𝜃 ऋणदत्िक है। 

∴ sin 𝜃 = −
1

√2
⇒ cosec𝜃 = −√2

∴ tan𝜃 =
sin 𝜃

cos 𝜃
= −

1/√2

1/√2
= −1

⇒ cot 𝜃 = −1

∴
1 + tan𝜃 + cosec𝜃

1 + cot 𝜃 − cosec𝜃
=
1 − 1 − √2

1 − 1 + √2
= −1

 

ब्रवशर्न्न अपवती कोणाें  के त्रिकोणमितीय अनपुात (Trigonometric Ratio for different 
Allied Angles) :- 
योग यद कोणदों  कद योग यद अन्िर यद िो शून्य हो यद 90∘ कद गुणक हो, िो कोण अपविी 
कहलदिे हैं। 
(−𝜃) के शलए त्रिकोणमितीय अनपुात (Trigonometric Ratio for (−𝜃) ) 
एक घूणथन करने वदली रेखद अपनी प्रदरस्भभक स्थथति OX से प्रदरभभ होिी है िथद 
∠𝑋𝑂𝐴 − 𝜃 कोण बनदिी है। िदन लीजजए एक बबन्  𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑂𝐴 पर इस प्रकदर है 
बक 𝑂𝑃 = 𝑟 है। 𝑥 अक्ष पर 𝑃 से 𝑃𝑀 लम्ब खींत्रचए। 
कोण ∠𝑋𝑂𝐴′ −−𝜃 दक्षक्षणदविथ ददशद िों  है। 
िदन िीजजए 𝑂𝐴′ पर बबन्  𝑃′ इस प्रकदर है बक 𝑂𝑃′ − 𝑂𝑃 और △ 𝑂𝑀𝑃 िथद △
𝑂𝑀𝑃′ आपस िों  सवदथगसि हैं, िोबबन्  𝑃′ के तनदेशदंक (𝑥, −𝑦) हदों गे। 

sin(−𝜃) =
−𝑦

𝑟
= −sin 𝜃

cos(−𝜃) =
𝑥

𝑟
= cos 𝜃

tan(−𝜃) =
−𝑦

𝑥
= −tan𝜃

cot(−𝜃) = −cot 𝜃
sec(−𝜃) = sec 𝜃

cosec(−𝜃) = −cosec𝜃

 

(𝟗𝟎∘ − 𝜽) के शलए त्रिकोणमितीय अनपुात (Trigonometric Ratios for (𝟗𝟎∘ − 𝜽) ) :- िदन िीजजए OX से 
शुरू होने वदली घूर्णिि रेखद 𝜃 के बरदबर कोण बनदकर चलिी है। बकसी बबन्  𝑃(𝑥, 𝑦) से इस पर 𝑃𝑀 लम्ब खींत्रचए। हि जदनिे हैं 
बक एक त्रिभुज के िीनदों  कोणदों  कद योग दो सिकोण के योग के बरदबर होिद है और △ 𝑂𝑀𝑃 एक सिकोण त्रिभुज है इसजलए दो 
कोणदों  𝑀𝑂𝑃 व 𝑂𝑃𝑀 कद योग एक सिकोण है। 

∠𝑂𝑃𝑀 − 90∘ − 𝜃 
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अत: 

sin(90∘ − 𝜃) =
𝑀𝑂

𝑃𝑂
= cos 𝜃

cos(90∘ − 𝜃) =
𝑃𝑀

𝑃𝑂
= sin 𝜃

tan(90∘ − 𝜃) =
𝑀𝑂

𝑃𝑀
= cot 𝜃

cosec(90∘ − 𝜃) =
𝑃𝑂

𝑀𝑂
= sec 𝜃

sec(90∘ − 𝜃) =
𝑃𝑂

𝑃𝑀
= cosec𝜃

cot(90∘ − 𝜃) =
𝑃𝑀

𝑀𝑂
= tan𝜃

  

यदद 𝜃 + 𝜙 = 90∘ हो िो 
(i) sin 𝜃 = cos𝜙 
(ii) tan 𝜃 ⋅ tan𝜙 = 1 
(iii) sin2 𝜃 + sin2 𝜙 = 1 
(iv) cos2 𝜃 + cos2 𝜙 = 1 
(v) cosec2𝜃 − tan2𝜙 = 1 
(vi) sec2 𝜃 − cot2𝜙 = 1 

उदाहिण :  
(i) tan 1∘ ⋅ tan 89∘ = 1 
(ii) cot 1∘ ⋅ cot 89∘ = 1 
(iii) sin2 5∘ + sin2 85∘ = 1 
(iv) cos2 5∘ + cos2 85∘ = 1 
(v) cosec25∘ − tan2 85∘ = 1 
(vi) sec2 5∘ − cot2 85∘ = 1 

उदाहिण: यदद: tan 𝜃 ⋅ tan 2𝜃 − 1 हो िो sin2 2𝜃 + sec2 2𝜃 कद िदन होगद। 

(a) 1
√3

     (b) √3
2

 

(c) 19
4

    (d) 2
√3

 

हल:  
tan 𝜃 ⋅ tan 2𝜃 − 1
𝜃 + 2𝜃 − 90∘

⇒ 𝜃 − 30∘
 

िो, sin2 2𝜃 + sec2 2𝜃 − sin2 60∘ + sec2 60∘ 

(
√3

2
)

2

+ (2)2  =
3

4
+ 4 =

19

4
 

(𝟗𝟎∘ + 𝜽) के शलए त्रिकोणमितीय अनपुात (Trigonometric Ratios for (𝟗𝟎∘ + 𝜽) ) 
िदन लीजजए एक घूणथन रेखद 𝑂𝐴 अपनी प्रदरंजभक स्थथति 𝑂𝑋 से प्रदरंभ होकर एक कोण ∠𝑋𝑂𝐴 = 𝜃 बनदिी है। तफर अत्य रेखद 
𝑂𝐴′ सिदन प्रदरंजभक स्थथति 𝑂𝑋 से प्रदरंभ होकर पूवथवि् एक कोण 𝜃 बनदिी है जजससे 𝑂𝐴 के सिदपदिी ददशद और यह घूणथन रेखद 
िों  एक कोण ∠𝑋𝑂𝐴′ = 90∘ + 𝜃 बनदने के जलए 90∘ से घूििी है। 
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िदन लीजजए बबन् आों  𝑃 िथद 𝑃′ क्रिशः 𝑂𝐴 िथद 𝑂𝐴′ पर इस प्रकदर स्थथि है बक 𝑂𝑃 = 𝑂𝑃′ = 𝑟, 𝑂𝑋 पर 𝑃 व 𝑃′ से क्रिशः 
लम्ब 𝑃𝑀 व 𝑃𝑀′ खींचे। िब लीजजए 𝑃 के तनदेशदंक (𝑥, 𝑦) हैं  िो 𝑂𝑀 = 𝑥 और 𝑃𝑀 = 𝑦, 𝑂𝑀′ = 𝑂𝑀 = 𝑥 िथद 𝑃𝑀′ =

𝑃𝑀 = 𝑦, इसजलए 𝑃′ के तनदथशदंक (−𝑦, 𝑥) हैं। 

sin(90∘ + 𝜃) =
𝑀′𝑃′

𝑂𝑃′
=
𝑥

𝑟
= cos 𝜃

cos(90∘ + 𝜃) =
𝑂𝑀′

𝑂𝑃′
=
−𝑦

𝑟
= −sin 𝜃

tan(90∘ + 𝜃) =
𝑀′𝑃′

𝑂𝑀′
=
𝑥

𝑦
= cot 𝜃

cosec(90∘ + 𝜃) =
𝑟

𝑥
= sec 𝜃

sec(90∘ + 𝜃) =
𝑟

𝑦
= −cosec𝜃

cot(90∘ + 𝜃) = −
𝑦

𝑥
= −tan𝜃

 

𝜋 − 𝜃, 𝜋 + 𝜃,
3𝜋

2
− 𝜃,

3𝜋

2
+ 𝜃, 2𝜋 − 𝜃 िथद 2𝜋 + 𝜃 के जलए त्रिकोणमििीय अनुपदि तनम्नवि् हदों गे। 

त्रिकोणमििीय 
अनुपदि 

(−𝜃) (90∘

− 𝜃) 
यद 

(
𝜋

2
− 𝜃) 

(90∘

+ 𝜃) 
यद 

(
𝜋

2
+ 𝜃) 

(180∘

− 𝜃) 
यद 
(𝜋

− 𝜃) 

(180∘

+ 𝜃) 
यद 
(𝜋 + 𝜃) 

(270∘ − 𝜃) 
यद 

(
3𝜋

2
− 𝜃) 

(270∘

+ 𝜃) 
यद 

(
3𝜋

2
+ 𝜃) 

(360∘

− 𝜃) 
यद 
(2𝜋

− 𝜃) 
𝐬𝐢𝐧𝜽 −sin 𝜃 𝐜𝐨𝐬𝜽 𝐜𝐨𝐬𝜃 𝐬𝐢𝐧𝜃 −sin 𝜃 −𝐜𝐨𝐬𝜽 −𝐜𝐨𝐬𝜽 −sin 𝜃 
𝐜𝐨𝐬𝜃 𝐜𝐨𝐬𝜽 𝐬𝐢𝐧𝜃 −sin 𝜃 −cos 𝜃 −𝐜𝐨𝐬𝜽 −sin 𝜃 sin 𝜃 𝐜𝐨𝐬𝜽 
𝐭𝐚𝐧𝜃 −𝐭𝐚𝐧𝜽 cot 𝜃 −cot 𝜃 −𝐭𝐚𝐧𝜽 𝐭𝐚𝐧𝜽 cot 𝜃 −cot 𝜃 −𝐭𝐚𝐧𝜽 

आधािितू त्रिकोणमितीय सववसमिकाएँ (Fundamental Trigonometrical identities) :-  
आधदर भूि त्रिकोणमििीय सवथसमिकॉएं इस प्रकदर है 
(a) sin2 𝜃 + cos2 𝜃 = 1 

(b) 1 + tan2 𝜃 = sec2 𝜃 
(c) 1 + cot2 𝜃 = cosec2𝜃 

उदाहिण :- जसद्ध कीजजए sin4 𝜃 + cos4 𝜃 + 3 sin2 𝜃 cos2 𝜃 = 1  

हल :- बदयदँ पक्ष = sin4 𝜃 + cos4 𝜃 + 3 sin2 𝜃 cos2 𝜃 
 = sin4 𝜃 + cos4 𝜃 + 3sin2 𝜃cos2 𝜃(sin2 𝜃 + cos2 𝜃)

 = (sin2 𝜃 + cos2 𝜃)2 = 12 = 1 =  ददयदँ पक्ष  

उदाहिण :- जसद्ध कीजजए sin4 𝜃 − cos4 𝜃 = (sin2 𝜃 − cos2 𝜃)(1 − 2sin2 𝜃cos2 𝜃) 

हल :- बदयदँ पक्ष = (sin4 𝜃 − cos4 𝜃) = (sin2 𝜃)2 − (cos2 𝜃)2 

 = (sin2 𝜃 − cos2 𝜃)(sin2 𝜃 + cos2 𝜃)(sin2 𝜃 + cos2 𝜃)

 = (sin2 𝜃 − cos2 𝜃)((sin2 𝜃 + cos2 𝜃)2 − 2sin2 𝜃cos2 𝜃)

 = (sin2 𝜃 − cos2 𝜃)((1 − 2sin2 𝜃cos2 𝜃)) =  ददयदँ पक्ष 
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दो कोणाों  के ललए त्रिकोणमितीय अनपुाताों  के योग तथा अन्तति के सिू 
(Formulae of the Trigonometrical Ratios for sum and Difference for Difference for Two 
Angles) :- 
(i) sin(𝐴 + 𝐵) − sinAcos 𝐵 + cos Asin𝐵 
(ii) sin(𝐴 − 𝐵) − sinAcos 𝐵 − cos Asin𝐵 
(iii) cos(𝐴 + 𝐵) − cosAcos 𝐵 − sinAsin 𝐵 
(iv) cos(𝐴 − 𝐵) − cosAcos 𝐵 + sinAsin 𝐵 
(v) tan(𝐴 + 𝐵) =

tan𝐴+tan𝐵

1−tan𝐴tan𝐵
 

(vi) tan(𝐴 − 𝐵) = tan𝐴−tan𝐵

1+tan𝐴tan𝐵
 

(vii) cot(𝐴 + 𝐵) = cot𝐴cot𝐵−1

cot𝐴+cot𝐵
 

(viii) cot(𝐴 − 𝐵) = cot𝐴cot𝐵+1

cot𝐵−cot𝐴
 

(ix) sin(𝐴 + 𝐵) sin(𝐴 − 𝐵) = sin2 𝐴 − sin2 𝐵  = cos2 𝐵 − cos2 𝐴  
(x) cos(𝐴 + 𝐵) cos(𝐴 − 𝐵) = cos2 𝐴 − sin2 𝐵 = cos2 𝐵 − sin2 𝐴  

(xi) tan𝐴 ± tan𝐵 = sin𝐴

cos𝐴
±

sin𝐵

cos𝐵
 =

sin𝐴cos𝐵±cos𝐴sin𝐵

cos𝐴cos𝐵
 =

sin(𝐴±𝐵)

cos𝐴cos𝐵
 (𝐴 ≠ 𝑛𝜋 +

𝜋

2
, 𝐵 ≠ 𝑚𝜋)   

(xii) cot 𝐴 ± cot𝐵 = sin(𝐵±𝐴)

sin𝐴sin𝐵
 (𝐴 ≠ 𝑛𝜋, 𝐵 ≠ 𝑚𝜋 +

𝜋

2
) 

उदाहिण :- जसद्ध कीजजए cos10
∘+sin10∘

cos10∘−sin10∘
= tan55∘ 

 िायाँ पक्ष  = cos 10∘ + sin 10∘

cos 10∘ − sin 10∘
=
1 + tan10∘

1 − tan 10∘

 =
tan 45∘ + tan 10∘

1 − tan 45∘tan 10∘
= tan(45∘ + 10∘)

 = tan 55∘ ददयदँ पक्ष 

 

उदाहिण :- जसद्ध कीजजए sin(𝐵−𝐶)
cos𝐵cos𝐶

+
sin(𝐶−𝐴)

cos𝐶cos𝐴
+

sin(𝐴−𝐵)

cos𝐴cos𝐵
= 0 

हल :- बदयदँ पक्ष कद प्रथि पद 

 =
sin(𝐵 − 𝐶)

cos 𝐵cos𝐶
=
sin𝐵cos𝐶 − cos𝐵sin 𝐶

cos𝐵cos 𝐶
 = tan𝐵 − tan𝐶

 

इसी प्रकदर डद्विीय पद = tan𝐶 − tan𝐴 
िथद िृिीय पद = tan𝐴 − tan𝐵 

 ∴   बदयदँ पक्ष = (tan𝐵 − tan 𝐶) + (tan𝐶 − tan𝐴) + tan𝐴 − tan𝐵 = 0

 =  ददयदँ पक्ष 
 

त्रिकोणमितीय अनपुाताें के योग या अन्दति को गणुनफल िें रूपान्दतरित किने वाले सिू 
(Formulae for Transformation of sum or Difference of Trigonometrical Ratios into 
Product) :-  
हि जदनिे हैं  बक 

sin(𝐴 + 𝐵) + sin(𝐴 − 𝐵) = 2 sin 𝐴 cos𝐵……(𝑖)  
िदन लीजजए 𝐴 + 𝐵 = 𝐶 िथद 𝐴 − 𝐵 = 𝐷 

िब 𝐴 = 𝐶+𝐷

2
 िथद 𝐵 = 𝐶−𝐷

2
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सिी (i) िें िखने पि 

(i) sin 𝐶 + sin𝐷 = 2 sin (
𝐶+𝐷

2
) cos (

𝐶−𝐷

2
) 

इसी प्रकदर , अन्य सिू  

(ii) sin 𝐶 − sin𝐷 = 2 cos (
𝐶+𝐷

2
) sin (

𝐶−𝐷

2
) (iii) cos 𝐶 + cos𝐷 = 2 sin (

𝐶+𝐷

2
) cos (

𝐶−𝐷

2
) 

(iv) cos 𝐶 − cos𝐷 = 2 sin (
𝐶+𝐷

2
) sin (

𝐷−𝐶

2
) 

उदाहिण :- शसद्ध कीजजए cos 55∘ + cos 65∘ + cos 175∘ = 0 
हल :- बदयदँ पक्ष = cos 55∘ + cos 65∘ + cos 175∘ 

 = 2cos 60∘cos(−5∘) + cos 175∘

 = 2 ×
1

2
cos 5∘ + cos(180∘ − 5∘)

 = cos 5∘ − cos 5∘

 = 0 =  ददयदँ पक्ष 

 

त्रिकोणमितीय अनपुाताें की गणुा को योग या अन्दति िें परिवर्तित किने वाले सिू  
(Formulae for Transformation of Product of Trigonometrical Ratios into sum or 
Difference)  
हि जदनिे हैं, बक 

sin 𝐴 cos 𝐵 + cos𝐴 sin 𝐵 = sin(𝐴 + 𝐵)… (𝑖)

sin 𝐴 cos𝐵 − cos 𝐴 sin𝐵 = sin(𝐴 − 𝐵)… (𝑖𝑖)

cos 𝐴 cos𝐵 − sin𝐴 sin𝐵 = cos(𝐴 + 𝐵)… (𝑖𝑖𝑖)

cos 𝐴 cos 𝐵 + sin 𝐴 sin𝐵 = cos(𝐴 − 𝐵)… (𝑖𝑣)

 

सिी (i) व (ii) को जोड़ने पर 
2 sinAcos𝐵 = sin(𝐴 + 𝐵) + sin(𝐴 − 𝐵) 

सिी (i) िों  से (ii) को घटदने पर 
2 cos Asin𝐵 = sin(𝐴 + 𝐵) − sin(𝐴 − 𝐵) 

सिी (iii) व (iv) को जोड़ने पर 
2 cos Acos𝐵 = cos(𝐴 + 𝐵) + cos(𝐴 − 𝐵) 

सिी (iv) सों  से (iii) को घटदने पर 
2 sinAsin 𝐵 = cos(𝐴 − 𝐵) − cos(𝐴 + 𝐵) 

सिू (Formulae) 
(i) 2 sinAcos𝐵 = sin(𝐴 + 𝐵) + sin(𝐴 − 𝐵) 
(ii) 2 cosAsin 𝐵 = sin(𝐴 + 𝐵) − sin(𝐴 − 𝐵) 
(iii) 2 cosAcos𝐵 = cos(𝐴 + 𝐵) + cos(𝐴 − 𝐵) 
(iv) 2 sinAsin𝐵 = cos(𝐴 − 𝐵) − cos(𝐴 + 𝐵) 

उदाहिण :- sin 𝜋

16
⋅ sin

3𝜋

16
⋅ sin

5𝜋

16
⋅ sin

7𝜋

16
 कद िदन ज्ञदि कीजजए । 

हल :- sin 𝜋

16
⋅ sin

3𝜋

16
⋅ sin

5𝜋

16
⋅ sin

7𝜋

16
=

1

4
[2sin

𝜋

16
⋅ sin

3𝜋

16
[2sin

5𝜋

16
⋅ sin

7𝜋

16
] 

 =
1

4
[(cos

𝜋

8
− cos

𝜋

4
) (cos

𝜋

8
− cos

3𝜋

4
)] =

1

4
[(cos

𝜋

8
−
1

√2
) (cos

𝜋

8
+
1

√2
)]

 =
1

4
[(cos2

𝜋

8
−
1

2
) (−sin2

𝜋

8
)] =

1

8
[cos2

𝜋

4
] =

1

8
×
1

√2
=
√2

16
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कुछ ब्रविेष कोणाें  के शलए त्रिकोणमितीय अनपुात (Trigonometrical Ratios for Some 
Special Angles) :-  
sin 15∘, cos 15∘, tan 15∘, sin 75∘, cos 75∘, tan 75∘ के िदन तनम्न हैं  । 

sin 15∘ = sin(45∘ − 30∘) = sin 45∘cos 30∘ − sin 30∘cos 45∘

 =
1

√2
×
√3

2
−
1

2
×
1

√2
=
√3 − 1

2√2

 

िथद cos 75∘ = sin(90∘ − 75∘) = sin 15∘ 

=
√3 − 1

2√2
 

इसी प्रकदर cos 15∘ = √3+1

2√2
 जलख कर सकिे है। 

अब sin 75∘ = cos(90∘ − 75∘) = cos 15∘ 

=
√3 + 1

2√2
 

िथद 

tan 15∘ = tan(60∘ − 45∘) =
tan 60∘ − tan 45∘

1 + tan 60∘tan 45∘

 =
√3 − 1

√3 + 1
= 2 − √3

 

और 

tan 75∘ = tan(30∘ + 45∘) =
tan 30∘ + tan 45∘

1 − tan 30∘tan 45∘

 =
√3 + 1

√3 − 1
= 2 + √3

 

अपवर्तयव तिा अपवतवक कोणाें के शलए त्रिकोणमितीय अनपुात (Trigonametrical 
Ratios for Multiple and Submultiple Angles) :- 
अपवर्तवव कणाो के शलए ददकोणमितीय अनपुात (Trigonometrical Ratios for Mailtiple of 
an Angle) :- 

(i) sin 2𝐴 = 2 sinAcos 𝐴 = 2tan𝐴

1+tan2𝐴
 

(ii) cos 2𝐴 = 2 cos2 𝐴 − 𝐼 = 1 − 2 sin2 𝐴 = cos2 𝐴 − sin2 𝐴 =
1−tan2 𝐴

1+tan2 𝐴
 

(iii) tan 2𝐴 = 2tan𝐴

𝐼−tan2𝐴
 

(iv) sin 3𝐴 = 3sin 𝐴 − 4sin
3 𝐴

 = 4sin(60∘ − 𝐴)sin𝐴sin(60∘ + 𝐴)
 

(v) cos 3𝐴 = 4 cos3 𝐴 − 3 cos 𝐴 = 4cos(60∘ − 𝐴)cos 𝐴cos(60∘ + 𝐴) 

(vi) tan 3𝐴  = 3tan𝐴−tan3 𝐴

1−3tan2𝐴
  = tan(60∘ − 𝐴)tan𝐴tan(60∘ + 𝐴), 𝐴 ≠ 𝑛𝜋 +

𝜋

6
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अपवतवक कोणाें  के शलए त्रिकोणमितीय अनपुात (Trigonometrical Ratios for 
submultiple of an Angle) 
i. |sin

𝐴

2
+ cos

𝐴

2
| = √1 + sin𝐴 ar sin 𝐴

2
+ cos

𝐴

2
= ±√1 + sin 𝐴 

ii. |sin 𝐴
2
− cos

𝐴

2
| = √1 − sin𝐴 ar sin 𝐴

2
− cos

𝐴

2
= ±√1 − sin 𝐴 

iii. tan 𝐴
2
= ±

√tan2 𝐴+1−1

tan𝐴
= ±√

1−cos𝐴

1+cos𝐴
=

1−cos𝐴

sin𝐴
, 𝐴 ≠ (2𝑛 + 1)𝜋 

iv. cot 𝐴
2
= ±√

1+cos𝐴

1−cos𝐴
=

1+cos𝐴

sin𝐴
, 𝐴 ≠ 2𝑛𝜋 

v. tan 𝐴
2
=

1−cos𝐴

1+cos𝐴
, 𝐴 ≠ (2𝑛 + 1)𝜋 

vi. cot 𝐴
2
=

1+cos𝐴

1−cos𝐴
, 𝐴 ≠ 2𝑛𝜋 

𝐬𝐢𝐧 औि 𝐜𝐨𝐬 िेणीओ का योग (जि कोण सिान्दति के्षणी िें है) (Sum of sin and cos series (When Angles 
are in AP)) 

(i) sin 𝛼 + sin(𝛼 + 𝛽) + sin(𝛼 + 2𝛽) + ⋯…+ 𝑛 पदो कक = sin[𝛼+(
𝑛−1

2
)𝛽]sin(

𝑛𝛽

2
)]

sin(
𝛽

2
)

, 𝛽 ≠ 2𝑛𝜋 

(ii) cos 𝛼 + cos(𝛼 + 𝛽) + cos(𝛼 + 2𝛽) +⋯…+ 𝑛 पदो िक = cos[𝛼+(
𝑛−1

2
)𝛽]sin(

𝑛𝛽

2
)]

sin(
𝛽

2
)

, 𝛽 ≠ 2𝑛𝜋 

प्रततिम्भर्त सववसमिकाएँ (Conditional Identities) 
1. sines तर्ा cosines कोणाें के गणुन के शलए सववसमिकाएँ (Identities for Multiple angles of Sines 

and Cosines) 
a) यदद 𝑨 + 𝑩 + 𝑪 = 𝟏𝟖𝟎∘, ति 

(i) sin 2𝐴 + sin 2𝐵 + sin 2𝐶 = 4 sinAsin Bsin 𝐶 
(ii) sin 2𝐴 + sin 2𝐵 − sin 2𝐶 = 4 cos Acos Bsin 𝐶 
(iii) sin(𝐵 + 𝐶 − 𝐴) + sin(𝐶 + 𝐴 − 𝐵) + sin(𝐴 + 𝐵 − 𝐶) = 4 sinAsin Bsin 𝐶 
(iv) cos 2𝐴 + cos 2𝐵 + cos 2𝐶 = −1 − 4 cos Acos Bcos 𝐶 
(v) cos 2𝐴 + cos 2𝐵 − cos 2𝐶 = 1 − 4 sin Asin Bcos 𝐶 

b) यदद 𝑨 + 𝑩 + 𝑪 = 𝟏𝟖𝟎∘, ति 
(i) sin 𝐴 + sin 𝐵 + sin 𝐶 = 4 cos

𝐴

2
cos

𝐵

2
cos

𝐶

2
 

(ii) sin 𝐴 + sin 𝐵 − sin 𝐶 = 4 sin
𝐴

2
sin

𝐵

2
cos

𝐶

2
 

(iii) cos 𝐴 + cos𝐵 + cos 𝐶 = 1 + 4 sin 𝐴
2
sin

𝐵

2
sin

𝐶

2
 

(iv) cos𝐴 + cos𝐵 − cos 𝐶 = −1 + 4 cos 𝐴
2
cos

𝐵

2
sin

𝐶

2
 

2. sines तर्ा cosines कोणाें के िगाों के गणुज के शलए सववसमिकाईव (Identities for Square of angles 
of Sines and Cosines) 
a) यदद 𝑨 + 𝑩 + 𝑪 = 𝝅 ति 

(i) sin2 𝐴 + sin2 𝐵 − sin2 𝐶 = 2 sinAsin Bcos 𝐶 
(ii) cos2 𝐴 + cos2 𝐵 + cos2 𝐶 = 1 − 2 cos Acos Bcos 𝐶 
(iii) sin2 𝐴 + sin2 𝐵 + sin2 𝐶 = 1 − 2 sinAsin Bcos 𝐶 
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b) यदद 𝑨 + 𝑩 + 𝑪 = 𝝅 ति 

(i) sin2 𝐴
2
+ sin2

𝐵

2
+ sin2

𝐶

2
= 1 − 2 sin

𝐴

2
sin

𝐵

2
sin

𝐶

2
 

(ii) cos2 𝐴
2
+ cos2

𝐵

2
+ cos2

𝐶

2
= 2 + 2 sin

𝐴

2
sin

𝐵

2
sin

𝐶

2
 

(iii) sin2 𝐴
2
+ sin2

𝐵

2
− sin2

𝐶

2
= 1 − 2 cos

𝐴

2
cos

𝐵

2
sin

𝐶

2
 

(iv) cos2 𝐴
2
+ cos2

𝐵

2
− cos2

𝐶

2
= 2 cos

𝐴

2
cos

𝐵

2
sin

𝐶

2
 

c) यदद 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝝅

𝟐
, ति 

(i) sin2 𝑥 + sin2 𝑦 + sin2 𝑧 = 1 − 2 sin xsin ysin 𝑧 

(ii) cos2 𝑥 + cos2 𝑦 + cos2 𝑧 = 2 + 2 sin xsin ysin 𝑧 

3. Tangents तर्ा Cotangents कोणाें के गणुज के शलए सववसमिकाएँ (Identities for Multiple of 

angles of Tangents and Cotangents) 

a) यदद 𝑨 + 𝑩 + 𝑪 = 𝝅, ति 

(i) tan𝐴 + tan𝐵 + tan𝐶 = tanAtanBtan𝐶 

(ii) cot Bcot 𝐶 + cot Ccot 𝐴 + cot Acot 𝐵 = 1 

(iii) tan 𝐵
2
tan

𝐶

2
+ tan

𝐶

2
tan

𝐴

2
+ tan

𝐴

2
tan

𝐵

2
= 1 

(iv) cot 𝐴
2
+ cot

𝐵

2
+ cot

𝐶

2
= cot

𝐴

2
cot

𝐵

2
cot

𝐶

2
𝑝 

(𝐚𝐜𝐨𝐬𝜽 + 𝐛𝐬𝐢𝐧𝜽) का िहत्ति् तर्ा न्दयनूति िान (Maximum and Minimum Value of 𝐚𝐜𝐨𝐬 𝜽 +

𝐛𝐬𝐢𝐧𝜽) 

िान लीशजए   𝑎 = 𝑟 sin 𝛼… (𝑖) 

𝑏 = 𝑟 cos 𝛼… (𝑖𝑖)  
सिी (i) िथद (ii) कद वगथ करके जोदने पर 

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑟2

⇒𝑟 = √𝑎2 + 𝑏2

∴𝑎cos 𝜃 + 𝑏sin 𝜃
 = 𝑟(cos 𝜃sin 𝛼 + sin 𝜃cos 𝛼)

 = 𝑟sin(𝜃 + 𝛼)

 

लेबक −1 ≤ sin 𝜃 ≤ 1 

 ⇒  −1 ≤ sin(𝜃 + 𝑎) ≤ 1

 ⇒  −𝑟 ≤ 𝑟sin(𝜃 + 𝑎) ≤ 𝑟

 ⇒  −√𝑎2 + 𝑏2 ≤ 𝑎cos 𝜃 + 𝑏sin 𝜃 ≤ √𝑎2 + 𝑏2
 

अि: acos 𝜃 + bsin 𝜃 के अमधकिि और न्यूनिि िदन क्रिशः 

√𝑎2 + 𝑏2 िथद −√𝑎2 + 𝑏2 है।  

उदाहिण :- 5 cos 𝜃 + 3 cos (𝜃 + 𝜋

3
) + 3 कद अमधकिि और न्यूनिि िदन ज्ञदि कीजजए। 
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हल :- िदनक = 5 cos 𝜃 + 3 cos (𝜃 +
𝜋

3
) + 3 

 = 5cos 𝜃 + 3[cos 𝜃cos 60∘ − sin 𝜃sin 60∘] + 3

 = 5cos 𝜃 + 3 [
1

2
cos 𝜃 −

√3

2
sin 𝜃] + 3

 =
1

2
[13cos 𝜃 − 3√3sin 𝜃] + 3

 

अि: वं्यजक कद अमधकदन व न्यूनिि िदन (7 + 3) और (−7 + 3) है। अथदथन् क्रिशः 10 िथद -4 है। 

त्रिकोणमितीय फलनाें  के आकतवकाल (Period of Trigonometrical Functions) :-  
फलन 𝑓(𝑥) को आत्ती फ़्िन कहिे है यदद एक न्यूनिि बनदत्िक वदथिबवक संख्यद 𝑇 इस प्रकदर है बक 

𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥) 
𝑇 को फलन 𝑓(𝑥) कद आविथ कहिे है । थपर है बक यदद 𝑇, फलन 𝑓(𝑥) कद आवथिं है िो 

𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥 + 2𝑇) = 𝑓(3 + 3𝑇) = ⋯ 
ब्रवशिष् ब्रिन्दु 
i) यदद दो आविी फलनदों  𝑓1(𝑥) और 𝑓2(𝑥) के आविथ क्रिशः (िदन 𝑇 ) हो, िो फलन 𝑎𝑓1(𝑥) + 𝑏𝑓2(𝑥), जही 𝑎 और 𝑏 कोइथ 

दो िब्चदइथ है वी आविी फलन है और इसकद आविथ की 𝑇 होगद। 
ii) यदद 𝑇 आकिी फलन 𝑓(𝑥) कद आविथ है िो फलन 𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏), जहीं 𝑎 और 𝑏 कोइथ दो सख्यदएँ है शी अपिी फलन है और 

द्यक्ि आविथ 𝑇
|𝑎|

 होिद है। 
iii) बदद 𝑇1 और 𝑇2 किश: आविी फलनदों  𝑓1(𝑥) िोर 𝑓2(𝑥) के आविथ है, िो फलन 𝑎𝑓1(𝑥) + 𝑏𝑓2(𝑥), जहदँ 𝑎 और 𝑏 कोइथ 

दो संख्यद? है, िी आविी फलन है और इसकद आविथ 𝑇 होिद है जो 𝑇1 और 𝑇2 कद ल. स. हो। 

उदाहिण :- sin 𝜃 − √3 cos 𝜃 कद आविथ ज्ञदि कीजजए। 

हल :- वं्यजक sin 𝜃 − √3 cos 𝜃 = 2 sin (𝜃 − 𝜋

3
) 

अส: आवर्थ = 2𝜋 

कुष्ठ ब्रविेष त्रिकोणमितीय फलनाें के आवतवकाल (Period of Some Special Trigonometrical Ratios):- 

त्रिकोणमििीय फलन अनविथ 
sin𝑛 𝑥, cos𝑛 𝑥, cosec𝑛𝑥 𝜋, यदद 𝑛 िन है। 

2𝜋, यदद 𝑛 बवर्ि यद तनम्न है । 
tan𝑛 𝑥, cot𝑛 𝑥 𝜋, यदद 𝑛 सि यद बवर्ि है । 
sin(𝑎𝑥 + 𝑏) , cos(𝑎𝑥 + 𝑏) , sec(𝑎𝑥 + 𝑏) , cosec(𝑎𝑥 + 𝑏) 2𝜋

𝑎
 

tan(𝑎𝑥 + 𝑏) , cot(𝑎𝑥 + 𝑏) 𝜋

𝑎
 

|sin 𝑥|, |cos 𝑥|, |tan 𝑥|, |cot 𝑥|, |sec 𝑥|, |cosec𝑥| 𝜋 
|sin(𝑎𝑥 + 𝑏)|, |cos(𝑎𝑥 + 𝑏)|, |sec(𝑎𝑥 + 𝑏)|, |cosec(𝑎𝑥 + 𝑏)| 𝜋

𝑎
 

|tan(𝑎𝑥 + 𝑏)|, |cot(𝑎𝑥 + 𝑏)| 𝜋

𝑎
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त्रिकोणमितीय सिीकिण  (Trigonometrical Equations) 
त्रिकोणमििीय सिीकरण (Trigonometrical Equations) :- वे सिीकरण जजनिे अज्ञदि कोण के एक यद एक से अमधक 
त्रिकोणमििीय फलन होिे है त्रिकोणमििीय सिीकरण कहलदिे है। 

 जैस :- sin 𝑥 + cos 2𝑥 = 1, cos 𝜃 − 4 cos2 𝜃 = 1 इत्यददद ।  
त्रिकोणमितीय सिीकिण के हल (Solution of Trigonometrical Equations) :- 
अज्ञदि कोण (एक चर रदजश) कद वह िदन जो ददए गए त्रिकोणमििीय सिीकरण को संिुष्ट करे, सिीकरण कद हल कहलदिद है। 

उददहरणदथथ cos 𝑥 = 1

2
 कद हल 𝑥 = 60∘ यद 𝑥 = 300∘ है क्यदँबक ये दोनदों  िदन सिीकरण को संिुष्ट करिे है। 

a) ब्रवशिष् हल (Particular Solution):- अज्ञदि कोण कद बवशेर् िदन जो सिीकरण को संिुष्ट करिद है बवजशष्ट हल 
कहलदिद है। 

b) िखु्य हल (Principal solution):- त्रिकोणमििीय सिीकरण को संिुष्ट करने वदले अज्ञदि कोण के न्यूनिि िदन को 
िुख्य हल कहिे है। 

c) व्यापक हल (General Solution):- अज्ञदि कोण के सभी िदनो कद सिचु्चय जो सिीकरण को संिुष्ट करिद है व्यदपक 
हल कहलदिद है। व्यदपक हल िों  सभी बवजशष्ट हल िथद िुख्य हल सम्म्िजलि होिे है। 
उदाहिण :- यदद sin 𝜃 + cos 𝜃 = 1 हो, िो 𝜃 कद िखु्य िदन ज्ञदि कीजजए । 
हल :- चूँ बक sin 𝜃 + cos 𝜃 = 1 

 ⇒
1

√2
sin 𝜃 +

1

√2
cos 𝜃 =

1

√2
 ( √2 से गुणद करने पर) 

 ⇒ cos (
𝜋

4
) sin 𝜃 + sin (

𝜋

4
) cos 𝜃 =

1

√2

 ⇒ sin (𝜃 +
𝜋

4
) = sin

𝜋

4

 ⇒ 𝜃 +
𝜋

4
=
𝜋

4
 ⇒ 𝜃 = 0

 

त्रिकोणमितीय सिीकिणाें  के व्यापक हल (General Solution of Trigonometrical 
Equations) :- 
त्रिकोणमििीय सिीकरणदों  sin 𝜃 = 𝑘, cos 𝜃 = 𝑘 और tan 𝜃 = 𝑘 के व्यदपक हल (General Solutions of 
Trigonometrical Equations sin 𝜃 = 𝑘, cos 𝜃 = 𝑘 and tan 𝜃 = 𝑘 ) 
a) सिीकिण 𝐬𝐢𝐧 𝜽 = 𝒌 के व्यापक हल (−𝟏 ≤ 𝒌 ≤ 𝟏) (General Solution of Equation 𝐬𝐢𝐧𝜽 = 𝒌 ) 

:- िान लीशजए −𝟏 < 𝒌 < 𝟏, 𝒌 ≠ 𝟎 है। ति ईस म्थर्तत िें 𝜶 तर्ा 𝝅 − 𝜶 के रुप वाले 𝜽 के दो िान होने चाटहए, 
जहाँ 𝟎 ≤ 𝜽 ≤ 𝟐𝝅 िें ये जो ददए हुए सिीकिण को संतषु् किते है। 
2𝜋𝑟(𝑟 ∈ 𝐼) जोड़ने पर 2𝜋𝑟 + 𝛼 िथद (2𝑟 + 1)𝜋 − 𝛼 हल प्रदप्ि होिे है। 
ये दोनदों  हल 𝑛𝜋 + (−1)𝑛𝛼, 𝑛 ∈ 𝐼 िों  सम्म्िजलि है । 
जहदँ 1 पूणदथक कद सिचु्चय है। अिः इस स्थथति िों  व्यदपक हल तनम्न है। 
𝜃 = 𝑛𝜋 + (−1)𝑛𝛼 जहदँ 𝑛 ∈ 𝐼 अथदथिु 𝑛 = 0,±1,±2,±3, ……. 
बवशेर् स्थथति िों , जब 𝑘 = 0, िब sin 𝜃 = 0 = sin 0∘ 
 ∴  𝜃 = 𝑛𝜋

𝑘 = 1 के जलए, 𝜃 = (4𝑛 + 1) 𝜋
2
, 𝑛 ∈ 𝐼  
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िथद 𝑘 = −1 के जलए, 

𝜃 = (4𝑛 + 3)
𝜋

2
, 𝑛 ∈ 𝐼 

b) सिीकिण 𝐜𝐨𝐬 𝜽 = 𝒌 के शलए व्यापक हल (−𝟏 ≤ 𝒌 ≤ 𝟏) (General Solution of Equation 𝐜𝐨𝐬𝜽 =
𝒌 ):- 
िदन लीजजए −1 < 𝑘 < 1, 𝑘 ≠ 0 है िब इस स्थथति िों  ±𝛼 के रूप वदले 𝜃 के दो िदन हदों गे जो अंिरदल 

−𝜋 < 𝜃 ≤ 𝜋 
िों  हैं  जो ददए हुए सिीकरण को संिुष्ट करिे हैं। अिः इस स्थथति िों  व्यदपक हल तनम्न होगद। 

𝜃 = 2𝑛𝜋 ± 𝛼, 𝑛 ∈ 𝐼 
बवशेर् स्थथति िों , जब 𝑘 = 0 िब cos 𝜃 = 0 = cos 90∘ 

𝜃 = 2𝑛𝜋 ± 𝜋/2 यद 𝜃 = (4𝑟±1)𝜋

2(𝑟∈𝐼)
 

इस प्रकदर इस स्थथति िों  हल सिुच्चय 𝜋
2
 के सभी बवर्ि गुणज (Odd multiples) हदों गे। अिः हल तनम्न प्रकदर जलख सकिे 

हैं। 

𝜃 =
(2𝑛 + 1)𝜋

2
 

यद 

𝜃 = 𝑛𝜋 +
𝜋

2
, 𝑛 ∈ 𝐼 

िथद 𝑘 = 1 के जलए 
𝜃 = 2𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝐼 

और 𝑘 = −1 के जलए 
𝜃 = (2𝑛 + 1)𝜋, 𝑛 ∈ 𝐼 

c) सिीकिण 𝐭𝐚𝐧𝜽 = 𝒌 के व्यापक हल (−∞ < 𝒌 < ∞) (General Solution of Equation 𝐭𝐚𝐧𝜽 = 𝒌):-  
𝑘 के बकसी भी वदथिबवक िदन के जलए 𝛼 और 𝜋 + 𝛼 के रूप के दो िदन होिे हैं। जो अंिरदल 0 ≤ 𝜃 < 2𝜋 िों  हैं  और जो ददए 
हुए सिीकरण को संिुष्ट करिे हैं। 2𝜋 जोड़ने पर हिों  2𝜋 + 𝛼 और (2𝑟 + 1)𝜋 + 𝛼, 𝑟 ∈ 𝐼 प्रदप्ि होिे हैं। ये दोनदों  हल 
तनम्नजलखखि हल िों  सम्म्िजलि हैं। 

𝜃 = 𝑛𝜋 + 𝛼, 𝑛 ∈ 𝐼 
बवशेर् स्थथति िों  यदद 𝑘 = 0 िो हल 𝜃 = 𝑛𝜋 होगद। 
उदाहिण :- (i) sin 2𝜃 = 0 (ii) sin2 2𝜃 = 0 कद व्यदपक हल ज्ञदि कीजजए। 
हल :- हि जदनिे हैं  बक sin 𝜃 = 0 िब 𝜃 = 𝑛𝜋 
(i) sin 2𝜃 = 0 ⇒ 2𝜃 = 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝐼 

𝜃 =
𝑛𝜋

2
, 𝑛 ∈ 𝐼 

(ii) चूँ बक sin2 2𝜃 = 1−cos4𝜃

2
 

∴ cos 4𝜃 = 1 = cos 0∘ 
⇒ 4𝜃 = 2𝑛𝜋 ⇒ 𝜃 =

𝑛𝜋

2
, 𝑛 ∈ 𝐼 
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त्रिकोणमितीय सिीकिणाें 𝐬𝐢𝐧 𝜽 = 𝐬𝐢𝐧𝜶, 𝐜𝐨𝐬 𝜽 = 𝐜𝐨𝐬𝜶 तर्ा 𝐭𝐚𝐧𝜽 = 𝐭𝐚𝐧𝜶 के व्यापक हल 
(General Solution of Trigonometrical Equations sin 𝜃 = sin 𝛼, cos 𝜃 = cos 𝛼 and tan 𝜃 = tan𝛼  
a) सिीकिण 𝐬𝐢𝐧 𝜽 = 𝐬𝐢𝐧𝜶 के व्यापक हल (General Solution of Equation 𝐬𝐢𝐧 𝜽 = 𝐬𝐢𝐧𝜶 ) :- 

यदद 
sin 𝜃 = sin 𝛼 ⇒ sin 𝜃 − sin 𝛼 = 0

⇒ 2sin (
𝜃 − 𝛼

2
) cos (

𝜃 + 𝛼

2
) = 0

∴ sin (
𝜃 − 𝛼

2
) = 0 अथवद cos (𝜃 + 𝛼

2
) = 0

∴
𝜃 − 𝛼

2
= 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝐼 अथवद 𝜃 + 𝛼

2
= (2𝑛 + 1)

𝜋

2
, 𝑛 ∈ 𝐼

𝜃 = 2𝑛𝜋 + 𝛼, 𝑛 ∈ 𝐼 अथवद 𝜃 = (2𝑛 + 1)𝜋 − 𝛼, 𝑛 ∈ 𝐼

 

हदँ, केवल OCR text दे रहद हँ- image नहीं। 
𝜃 = (𝜋 कद कोइथ सिगुणज) +𝛼 अथवद 𝜃 = (𝜋 कद कोइथ वेर्िगुणज) −𝛼 

𝜃 = 𝑛𝜋 + (−1)𝑛𝛼, 𝑛 ∈ 𝐼 
ब्रवशिष् ब्रिन्दु 
सिीकरण cosec𝜃 = cosec𝛼, (𝜃, 𝛼 ≠ 0), सिीकरण sin 𝜃 = sin 𝛼 के िुल्य हैं, अिः दोनदों  सिीकरणदों  के व्यदपक हल 
सिदन हदों गे। 

b) सिीकिण 𝐜𝐨𝐬 𝜽 = 𝐜𝐨𝐬𝜶 के व्यापक हल (General Solution of Equation 𝐜𝐨𝐬 𝜽 = 𝐜𝐨𝐬𝜶 ) 
 यदद 

cos 𝜃 = cos 𝛼 ⇒ cos 𝜃 − cos 𝛼 = 0

⇒ −2sin (
𝜃 + 𝛼

2
) sin (

𝜃 − 𝛼

2
) = 0

∴ sin (
𝜃 + 𝛼

2
) = 0  अथवद  sin (𝜃 − 𝛼

2
) = 0

⇒
𝜃 + 𝛼

2
= 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝐼  अथवद  𝜃 − 𝛼

2
= 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝐼

𝜃 = 2𝑛𝜋 − 𝛼, 𝑛 ∈ 𝐼  अथवद 𝜃 = 2𝑛𝜋 + 𝛼, 𝑛 ∈ 𝐼

 

 िब cos 𝜃 = cos 𝛼 कद व्यदपक हल इन दोनदों  पररणदिदों  को संयकु्ि करने पर 
𝜃 = 2𝑛𝜋 ± 𝛼, 𝑛 ∈ 𝐼 

 ब्रवशिष् ब्रिन्दु 

सिीकरण sec 𝜃 = sec 𝛼 (𝛼 ≠ 𝜋

2
) सिीकरण cos 𝜃 = cos𝛼 के िलु्य है अिः इन दोनदों  सिीकरणदों  कद व्यदपक हल 

सिदन होगद। 

c) सिीकिण 𝐭𝐚𝐧𝜽 = 𝐭𝐚𝐧𝜶 का व्यापक हल (General Solution of Equation 𝐭𝐚𝐧𝜽 = 𝐭𝐚𝐧𝜶 ) 
 यदद 

tan 𝜃 = tan𝛼 ⇒
sin 𝜃

cos 𝜃
=
sin 𝛼

cos 𝛼
⇒ sin 𝜃cos 𝛼 − cos 𝜃sin 𝛼 = 0

⇒ sin(𝜃 − 𝛼) = 0
∴ 𝜃 − 𝛼 = 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝐼
⇒ 𝜃 = 𝑛𝜋 + 𝛼, 𝑛 ∈ 𝐼
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 ब्रवशिष् ब्रिन्दु :- 
सिीकरण cot 𝜃 = cot 𝛼, (𝜃, 𝛼 ≠ 0) सिीकरण tar ↓= tan𝛼 के िुल्य है। अिः इन सिीकरणदों  के सिदन हल हदों गे। 

उदाहिण :- 𝑥 के िदनदों  कद सिुच्यय ज्ञदि कीजजए जजसके जलए tan3𝑥−tan2𝑥
1+tan3𝑥tan2𝑥

= 1 है। 
हल :- चूँ बक 

tan 3𝑥 − tan 2𝑥

1 + tan 3𝑥tan 2𝑥
= 1 ⇒ tan(3𝑥 − 2𝑥) = 1

⇒ tan 𝑥 = tan
𝜋

4
⇒ 𝑥 = 𝑛𝜋 +

𝜋

4

 

परन्िु 𝑥 = 𝑛𝜋 + 𝜋

4
 के जलए tan 2𝑥 पररभदतर्ि है। अिः दी गइथ सिीकरण को संिषु्ट करने वदले 𝑥 के िदन कद सिुच्चय 𝜙 है।  

त्रिकोणमितीय सिीकिणाें  के वगव के व्यापक हल (General Solution of Square of 
Trigonometrical Equations):- 
सिीकरण sin2 𝜃 = sin2 𝛼 कद व्यदपक हल (General Solution of Equation sin2 𝜃 = sin2 𝛼 ):- 
चूँ बक sin 𝜃 के िदन ±sin𝛼 है और −sin𝛼 = sin(−𝛼) । इसजलए 𝜃 = ±𝛼, 𝜋 ± 𝛼 होगद। 
2𝜋𝑟 जोड़ने पर हिों  2𝜋𝑟 ± 𝛼 िथद (2𝑟 + 1)𝜋 ± 𝛼 प्रदप्ि होिे हैं। ये दोनदों  हल 𝑛𝜋 ± 𝛼, (𝑛 ∈ 𝐼) िों  सम्म्िजलि हैं। अिः इस 
स्थथति िों  व्यदपक हल तनम्न प्रकदर ददयद जदिद है। 
𝜃 = 𝑛𝜋 ± 𝛼 लेबकन sin2 𝜃 = 1 के जलए, 𝜃 = 𝑛𝜋 +

𝜋

2
 

इसी प्रकदर सिीकरण cos2 𝜃 = cos2 𝛼 कद व्यदपक हल 𝜃 = 𝑛𝜋 ± 𝛼 है िथद सिीकरण tan2 𝜃 = tan2 𝛼 कद हल 𝜃 =
𝑛𝜋 ± 𝛼 द्वदरद ददयद जदिद है। 

त्रिकोणमितीय सिीकिणाें  के व्यापक हल का सािांि (Summary of General Solution of 
Trigonometrical Equations) 
क्र. स. त्रिकोणमितीय सिीकिण व्यापक हल 
1 sin 𝜃 = 0 𝜃 = 𝑛𝜋,  𝑛 ∈ 𝐼 
2 cos 𝜃 = 0 𝜃 = (2𝑛 + 1)

𝜋

2
,  𝑛 ∈ 𝐼 

3 tan 𝜃 = 0 𝜃 = 𝑛𝜋,  𝑛 ∈ 𝐼 
4 sin 𝜃 = sin 𝛼 𝜃 = 𝑛𝜋 + (−1)𝑛𝛼,  𝛼 ∈ [−,

𝜋
2
𝜋
2] ,  𝑛 ∈ 𝐼 

5 cos 𝜃 = cos 𝛼 𝜃 = 2𝑛𝜋 ± 𝛼,  𝛼 ∈ [0, 𝜋],  𝑛 ∈ 𝐼 
6 tan 𝜃 = tan𝛼 𝜃 = 𝑛𝜋 + 𝛼,  𝛼 ∈ (−,

𝜋
2
𝜋
2) ,  𝑛 ∈ 𝐼 

7 sin2𝜃 = sin2𝛼cos2𝜃 = cos2𝛼tan2𝜃 = tan2𝛼 𝜃 = 𝑛𝜋 ± 𝛼,  𝑛 ∈ 𝐼 
8 sin 𝜃 = 1 𝜃 = (4𝑛 + 1)

𝜋

2
,  𝑛 ∈ 𝐼 

9 cos 𝜃 = 1 𝜃 = 2𝑛𝜋,  𝑛 ∈ 𝐼 
10 cos 𝜃 = −1 𝜃 = (2𝑛 + 1)𝜋,  𝑛 ∈ 𝐼 
11 sin 𝜃 = sin 𝛼 cos 𝜃 = cos𝛼 𝜃 = 2𝑛𝜋 + 𝛼 
12 sin 𝜃 = sin 𝛼 tan 𝜃 = tan𝛼 𝜃 = 2𝑛𝜋 + 𝛼 
13 tan 𝜃 = tan 𝛼 cos 𝜃 = cos 𝛼 
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